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Seit der Entdeckung des elektrischen Lichtbogens um das Jahr
18U8 [193 ist dieses Phänomen zu einem sehr wichtigen Unter suchung s-
objekt und Hilfsmittel für viele Gebiete der Physik geworden. Während
sich in der ersten Zeit das Interesse besonders auf die technischen An-
wendungsmöglichkeiten des Bogens als sehr intensive Lichtquelle und
als Gerät zum Schmelzen von Stoffen mit hohem Schmelzpunkt konzen-
triertet ging der Trend später darauf hinaus, den Lichtbogen zur Prüfung
und Erprobung der verschiedensten Meßmethoden und Theorien der Plas-
maphysik zu benutzen. Dies ist durch die Tatsache zu erklären, daß
bisher der Lichtbogen die einzige Anordnung darstellt, die es erlaubt,
Plasmen von hoher Temperatur und relativ einfacher Geometrie stationär
für längere Zeiten herzustellen. In diesem Sinne ist auch die starke
Ausweitung der verschiedenen Betriebsparameter zu verstehen. Dabei
wurden schon kurzzeitig Bogentemperaturen von 100 000OK erreicht.
Neben der Plasmaphysik besitzt der Lichtbogen aber auch für
die Astrophysik eine große Bedeutung, da sich stellenweise Vorgänge im
Weltall in einem Lichtbogen simulieren lassen. Weiter kann der Licht-
bogen dazu benutzt werden, die charakteristischen Größen und Materiäl-
funktionen der verschiedensten Gase bei hohen Temperaturen und ver-
schiedenen Drücken zu bestimmen.
Nachdem die Vorgänge vor allem in der Säule des Bogens einer
quantitativen Behandlung zugänglich geworden sind, und eine sehr gute
Übereinstimmung mit dem Experiment erzielt werden kann, wollen wir
uns in dieser Arbeit mit der Wechselwirkung der thermischen, elektri-
schen und dynamischen Größen in Lichtbögen mit einfacher Geometrie
beschäftigen. Der Lichtbogen, der im allgemeinen zu extrem instabilem
Verhalten neigt, soll dabei durch den Einfluß von gekühlten Wänden stabi-
lisiert werden. Alle Fragen, die in diesem Zusammenhang auftreten,sind
von großer Wichtigkeit für die Physik der plasmaantriebe und der sog.
Bogenheißgaserzeuger (arc heaters), die zum Testen von Flugkörpern bei
hohen Enthalpiedichten, wie sie beim Eintauchen von Satelliten in die
Atmosphäre von I laneten (re-entry) auftreten, benutzt werden. Dazu wer-
den heute schon Lichtbögen bis zu 150 MW elektrisch zugeführter Lei-
stung und 6 m Länge gebaut. Dabei finden die verschiedensten Bogentypen
und Geometrien Verwendung. Ohne auf die Vielfalt der verschiedenen
Anordnungen einzugehen, sollen in dieser Arbeit die prinzipiellen Vor-




DER PLASMA ZUSTAND DER MATERIE UND SEINE GRUND-
LEGENDEN EIGENSCHAFTEN IN LICHTBC GEN
2
. 1- Dn- ailßeincinc Begriff des 1-lasmas
Wenn man die Verteilung der im Weltall vorkommenden
Materie auf die verschiedenen Aggregatztistände untersucht, so kommt




,9 % von ihr in einem Zustand befindet, der von J. Langmuir [8 3]
in deh zwanziger Jahren mit F-la sma zustand bezeichnet wurde. Trotz
dieses großen Vorkommens beschäftigt sich die 1 hysik erst seit
ungefähr 50 Jahren, davon die letzten 15 Jahre in besonders starkem
Maße, mit seinen zahlreichen Gesetzmäßigkeiten und teilweise völlig
neuen Phänomenen, da erst in dieser Zeit die Voraussetzungen und
Möglichkeiten für eine Darstellung und Untersuchung dieses Zustandes
in Labor- und astrophysikalischen Dimensionen für einen großen Fara-
meterbereich geschaffen wurden.
Beim heutigen Stand der Forschung existieren recht zahl-
reiche Definitionen des Begriffs Plasma, die aber zum Teil doch zu
speziell sind. Um im Rahmen dieser Arbeit nicht zu weit ausholen
zu müssen, wollen wir einfach unter einem Plasma einen solchen Zu-
stand der Materie verstehen, bei dem das gesamte dynamische Ver-
halten dieses
.Stoffes in erster Linie durch die elektrischen und mag-
netischen Kräfte, die an und zwischen den darin vorkommenden La-
dungsträgern angreifen, charakterisiert wird.
Um uns einen ersten Uberblick über die Eigenschaften und
Vorgänge vor allem im Hinblick auf die später betrachteten Bogen-
plasmen zu verschaffen, betrachten wir ein Gasvolumen, dem von
außen fortwährend Energie in irgendeiner Form zugeführt wird. Diese
Energiezufuhr bewirkt, daß in der anfangs homogenen Gasphase durch
die verschiedenen Elementarprozesse, wie zum Beispiel der elastische
Stoß, die F lasmawechselwirkung, Anregung, Löschung, Dissoziation,
Ionisation, Rekombination, Umladung, Emission und Absorption von
Lichtquanten, aus den anfangs neutralen Gasatomen oder Molekülen
in merklicher Menge Elektronen, Atom- und Molekülionen mit ver-
schiedenen Wertigkeiten und F hotonen entstehen. Wir erhalten also
auf diese Weise ein Gasgemisch mit sehr heterogenem Charakter
und spezifisch neuen Eigenschaften. Durch das Vorhandensein von
Ladungsträgern besitzt dieser Zustand eine meßbare elektrische
Leitfähigkeit. Elektrische und magnetische Felder werden das Ver-
halten dieses Gemisches in charakteristischer Weise beeinflussen.
Schließlich ist durch das Vorhandensein von angeregten Atomen, Ionen,
Molekülen und beschleunigten Elektronen eine relativ große elektro-
magnetische Strahlungsdichte zu erwarten.
Wie wir sehen, erhalten wir also im Sinne unserer obigen
Definition immer, wenn wir einem Gas auf irgendeine Weise genügend
hohe Energie zuführen, ein Plasma. Von der Art der zugeführten
Energie und den Betriebsparametern hängt es nun ab, welche weiteren
Größen das zu untersuchende Plasma charakterisieren. Dabei kann
man grundsätzlich von zwei Mcic'lvorsteUungen ausgehen, nämlich
dem Teilchen- und dem Flüs sigkeit smodell. Im ersten Fall versucht
man, aus dem Verhalten von oinz'
.
neu Te&tteilchen durch Summation
eine Aussage über das- Fla sma ais Ganzes zu erhalten, während man
zum anderen in Analogie ur k!:issi3 .hen Hydrodynamik das FUasma
als eine noch zu modifizierf ide Flüssigkeit dli'j n Komponenten be-
trachtet. Natürlich sind i'üi- die beiden Modeile Grenzen gesetzt.
Im allgemeinen Falle wird man zur theoretischer. Erfassung das sehr
komplexe statistische Problem lösen müssen, wobei man praktisch
nie ohne zum Teil gewagte Näherungen auskommen kann.
Beim Lichtbogenplasma wird das ganze F roblem auf Grund
zweier durch Experimente und theoretische Überlegungen gesicherter
Eigenschaften wesentliih vereinfacht, einmal durch das in erster
Näherung erfüllte lokale thermische Gleichgewicht und zum anderen
durch die Ouasineutralitat in der Lichthogensäule.
Aus diesem Grunde nennt man das Lichtbogenplasma auch
thermisches quasineutrales Plasma. Diese wichtigen Eigenschaften




2. Das thermische Gleichgewicht der verschiedenen Teilchensorten
im Lichtbogen
Wie wir im ersten Abschnitt gesehen haben, können wir ein
Gas in den plasmazustand überführen, indem wir ihm genügend viel
Energie zuführen. In der Säule des Lichtbogens, die unser späteres
Untersuchungsobjekt darstellen wird, wird dieser Prozeß vor allem
durch die ohmsche Aufheizung des Gases infolge des von außen ange-
legten elektrischen Feldes (Größenordnung 20 V/cm) in Verbindung
mit großen elektrischen Strömen (größer als 1 A), die für einen Licht-
bogen charakteristisch sind, bewirkt. Die Ladungsträger erhalten in
diesem Feld eine Driftgeschwindigkeit in Richtung oder entgegenge-
setzt zum Feld, die ihrer thermischen Bewegung überlagert ist. Für
die Geschwindigkeit der verschiedenen Teilchensorten unter sich er-
gibt sich auf Grund der weitreichenden Wechselwirkung der Coulomb-
kräfte und durch Stöße mit Teilchen der gleichen Art schon nach kurzer
Zeit, die etwa von der Größenordnung der mittleren freien Flugzeit T
sein wird (s. (4. 3) und [19, 89j ; bei einer Temperatur von T = 10* 0K




+ 2ä 10"" sec; 5. 10"12sec),
in erster Näherung eine Maxwellverteilung, die bei konstanter Tempera-
tur natürlich um so besser verifiziert ist, je höher der Druck und da-
mit die Anzahl der Teilchen pro Volumeneinheit und die Zahl der
Stöße pro Zeiteinheit und je kleiner die überlagerte Driftgeschwindigkeit
ist. Die Störung der Maxwellverteilung der Ladungsträger durch die
Driftgeschwindigkeit wird um so kleiner sein, je kleiner das Verhältnis
von Drift- zur thermischen Geschwindigkeit ist (für Stickstoff beträgt
ein charakteristischer Wert dieses Verhältnisses
V
d /vtl) = S «1 für T« W "K , p= 1 atm , = -to* R cm."1; ». C«.1)")
Es sei hier noch erwähnt, daß wegen der geringen Feldstärke keine
"
run-away" Elektronen das Plasma verlassen können.
Den Einfluß des Eigenmagnetfeldes auf diese Vorgänge
erkennt man am besten aus dem Verhältnis der mittleren freien Weg-




Für ein Stickstoffplasma ergibt dieses Verhältnis für die Elektronen
einen Wert von « 10"2 (H = 100 A/'ctn, T = 104 0K
,
p = 1 atm;
siehe (5. 2. 3)). Wegen der Kleinheit dieser Größe braucht also dieser
Einfluß nicht berücksichtigt zu werden.
Außer durch die oben geschilderten Prozesse wird das thermische
Gleichgewicht natürlich auch durch verschiedene Flüsse, die z. B.
für die Wärmeleitung, Diffusion oder Abstrahlung verantwortlich sind,
gestört. Wir werden sagen können, daß die Einflüsse klein sein werden,
wenn die Ströme klein sind gegen die Änderung der entsprechenden
integralen Größen über eine freie Weglänge. Dies ist aber im Licht-
bogen, wie wir in den Kapiteln (5) und (8) sehen werden, überall bis
auf sehr nahe Wandgebiete und in den Bereichen sehr nahe bei den
Elektroden, mit denen wir uns in dieser Arbeit nicht beschäftigen wollen,
sehr gut erfüllt. Die Strahlung ist bis auf einzelne Linien nicht im
thermodynamischen Gleichgewicht. Dies ist darauf zurückzuführen
,
daß weitgehend der Umkehrprozeß zur Emission, nämlich die Absorption,
fehlt, da wir optisch dünne Bögen betrachten. Trotzdem stört dieser
Prozeß nicht wesentlich das thermodynamische Gleichgewicht der ange-
4 5
regten Teilchen, da nur ungefähr jedes 10 bis 10 angeregte Teilchen
seine Uberschußenergie abstrahlt, wie folgende grobe Abschätzung
zeigen soll.
Pro cm strahlen n* von den angeregten Atomen in einer
-8
mittleren Zeit von T = 10 sec jeweils eine Energie von h7 ab,
wobei V eine mittlere Frequenz des abgestrahlten Lichtes bedeutet.
Daraus erhalten wir die folgende Gleichung, wenn wir beachten, daß
die gesamte abgestrahlte Energie pro Volumen- und Zeiteinheit u für
optisch dünne Bögen experimentell bekannt ist (siehe 4. 1).
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Die Gesamtzahl der angelegten Teilchen nA erhält man näherungsweise
aus dem Boltzmannschen Satz für gequantelte Systeme
,
wenn wir
voraussetzen, daß die Teilchen nur einen Grundzustand und einen an-
geregten Zustand mit der Energiedifferenz hv besitzen, zu
W m ' ST (2- 2-3)
yl + 3-/9*e'"' y'+3./3ke"T
Aus (Z. 2. 2) und (2. 2. 3) erhalten wir für das Verhältnis der Atome
,
die
ihre Energie abstrahlen, zu der Gesamtzahl der angeregten Atome
T » TTirr < >l + 3./3Ae''T) (2.2.4)







5 . 10 cm) erhält man daraus den oben genannten Wert
.
Wie wir sehen, müssen also die meisten angeregten Teil-
chen ihre Energie auf andere Weise abgeben, z. B. in Form von kine-
tischer Energie beim Stoß zweiter Art
. Sie tragen auf diese Weise
zur Einstellung des thermischen Gleichgewichtes bei.
Aus unseren bisherigen Überlegungen können wir den Schluß
ziehen, daß wir unter den angegebenen Bedingungen berechtigt sind,
den einzelnen Teilchensorten im Lichtbogen eine Temperatur zuzu-
schreiben.
Es bleibt jetzt noch zu untersuchen
,
wie stark sich die
Temperaturen der verschiedenen Teilchensorten unterscheiden
.
Dazu
ist vor allem festzustellen
, wie die von den Ladungsträgern aus dem
Feld aufgenommene Energie auf die Neutralteilchen übertragen wird.
Der einfachste Fall ist hierbei der elastische Stoß
.
Dabei ist der Aus-
tausch des mittleren Energieüberschusses wegen der gleichen Massen
zwischen Ionen und Atomen am besten
, dagegen zwischen Elektronen
und Atomen rund 500 A (A = Gesamtnukleonenzahl der Atome) mal
kleiner (z. B. für Stickstoff 7 . 10 mal). Das Elektron benötigt also
rund 1/2 Tnt/r»le«103 A Stöße, um seinen Energieüberschuß abzugeben,
während die Ionen schon nach ungefähr 10 Stößen ihren Energieüber-
schuß bis auf 1 % übertragen haben. Wie aus dem Vorhergehenden folgt,
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liegen die Einstellzeiten für ein Stickstoffplasma mit den angegebenen
Daten für Elektronen bei ungefähr T4 « 10 - 10 sec,
für Ionen dagegen bei X-ia SS 10 sec. Die Elektronen sind also
in erster Linie für die Aufnahme von Energie aus dem Feld verant-
wortlich. Diese rein qualitativen Ergebnisse erfahren durch neuere
experimentelle Arbeiten ihre Bestätigung [33, 42, 43] . Diese Effekte
bewirken, daß die Elektronentemperatur T oberhalb der lonentempera-
tur T. liegt, die nur etwas höher als die Gastemperatur anzusetzen
ist. Es gilt also die Beziehung
T * T. < T . (2. 2. 5)
g i
Die Differenz wird um so kleiner sein, je höher der Druck und je
kleiner die Feldstärke ist. Wie Messungen zeigen [ 5, 26, 28, 44,
90, 92] fällt bei Drücken über einer halben Atmosphäre der Unter-
schied in die Größenordnung der Meßgenauigkeit.
Neben den elastischen Stößen tragen auch die unelastischen
Stöße in nicht geringem Maße zur Einstellung des thermischen Gleich-
gewichts bei.
Wenn wir die obigen Überlegungen zusammenfassen, kommen
wir zu dem Schluß, daß man in der Säule eines Lichtbogens unter den
oben genannten Bedingungen lokales thermisches Gleichgewicht des
Plasmas annehmen kann. Wir können also das Plasma eindeutig nach
den Gesetzen der Thermodynamik durch eine lokal eindeutige Tempera-
tur T und einen Druck p beschreiben.
2
.
3. Die Quasineutralität des Bogenplasmas
Nachdem wir im letzten Kapitel eine Eigenschaft des
Lichtbogenplasmas kennengelernt haben, die die Beschreibung des
thermischen Verhaltens wesentlich erleichtert, wollen wir uns nun
einer anderen grundlegenden elektrischen Eigenschaft zuwenden,
nämlich der Tendenz des Plasmas zur Quasineutralität.
- 8-
Wie wir weiter oben gesehen haben, wird ein Flasma
dadurch charakterisiert, daß Ladungsträger-Ionen und Elektronen -
in meßbarer Menge vorhanden sind. Trotzdem erscheint ein kräfte-
freies Plasma nach außen hin elektrisch neutral. Auch treten keine
Raumladungen im Innern auf. Diese Tatsache ist dadurch zu erklären,
daß erstens das Plasma aus neutralen Atomen entstanden ist, und
daß zweitens der Gleichgewichtszustand durch ein Minimum der
elektrischen Energie ausgezeichnet ist.
Die Verhältnisse in Lichtbögen gleichen diesem Gleichge-
wichtszustand, wie folgende Überlegung zeigen soll [193 . Wir gehen
dazu von der Foissongleichung aus (siehe 3. 5)
div E . 3«i/(
.
(2 3. 1)
Hier bedeuten E die elektrische Feldstärke, g«v die Ladungsdichte
und £
.
die absolute Dielektrizitätskonstante. Wir betrachten nun zwei
Halbräume, die sich zuerst überdecken. Der eine sei mit n einwertigen
Ionen und der andere mit n Elektronen pro Volumeneinheit gefüllt.
Wenn wir annehmen, daß die Teilchenzahlen n
. und n gleich sind,i e
verhält sich die Anordnung quasineutral. Wir verschieben nun wegen
ihrer kleineren Masse alle Elektronen um die Strecke x. Die auftreten-
de &ldstärke ergibt sich dann aus Gleichung (Z 3. 1) zu
1 E I = en./t. -x . (2-3.2)
Mit den Daten eines Stickstoffbogens ( \E\ - 20 V/cm, T = 104 0 K
,
p = 1 atm).erhält man für x den numerischen Wert von nur 5 . 10 10 cm.
Dieses Beispiel zeigt also, daß merkliche Verschiebungen
nur durch große Feldstärken bewirkt werden können, die aber im
Lichtbogenplasma nicht zur Verfügung stehen.
Bei dem obigen Beispiel haben wir ein starres lonengitter
vorausgesetzt. In Wirklichkeit müssen wir natürlich die thermische
Bewegung der Teilchen, die in Wechselwirkung mit den Coulombkräften
- 9 -
steht, in unsere Überlegungen einbeziehen. Auch müssen wir die
Abschirmung der Ionen durch die Elektronen und umgekehrt berück-
sichtigen. In diesem Zusammenhang ist eine charakteristische Länge
von Bedeutung, die sogenannte Debyesche Abschirmdistanz D, die
einmal ein Maß für die Reichweite der Coulombkräfte darstellt
,
und
zum anderen die Strecke angibt, bei der die Energie durch die Coulomb-
kräfte e Ti& /e0 D / Z gleichder mittleren thermischen Energie
eines Testteilchens pro Freiheitsgrad 1/2 kT ist. Sie ergibt sich
daraus zu
oder zu
H/cm * fe,3 >/T/-K/ne/cm,<
. (2. 3.4)
Für die Daten des Stickstoffbogens (T = 104 0K
, p = 1 atm) ergibt
-6
sich eine Debyelänge von 5 . 10 cm. Wir werden also sagen können,
daß lokale Ouasineutralität im Lichtbogen bis zu diesen Dimensionen
zu erwarten ist, wenn der Durchmesser des Bogens groß gegen D ist.
Dabei müssen wir beachten, daß D in Wandnähe größere Werte annehmen
kann.
Eine weitere Störung der Ouasineu-
tralität kann das Eigenmagnetfeld des Bogens verursachen. Wie eine
Abschätzung [19] und spätere Betrachtungen zeigen (siehe (6. 2)), wird
dieser Effekt im merkbaren Maße nur wirksam
,
wenn die Drift- und
Gasgeschwindigkeiten in die Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit
kommen. Für die später betrachteten Bögen, wo die Driftgeschwindigkeit
schon klein gegen die thermische Bewegung ist (siehe(2. 2)}1ist also
keine Störung zu befürchten.
Wenn wir die wichtigsten Ergebnisse aus dem letzten
Kapitel zusammenfassen, so können wir sagen, daß im Lichtbogen unter
den angegebenen Bedingungen ein thermisches, quasineutrales Plasma
vorliegt. Unter diesen Bedingungen vereinfachen sich die beschreiben-
den Gleichungen für die verschiedenen Lichtbogenzustände, die wir




DIE ABLEITUNG DER PLASMAGLEICHUNGEN NACH DEM FLÜSSIG-
KEITSMODELL UND IHRE SPEZIALISIERUNG AUF STATIONÄRE
ACHSENROTATIONSSYMMETRISCHE BOGENFLASMAKONFIGURA-
TIONEN
Im Abschnitt(2. l)wurde festgestellt, daß im wesentlicher zwei
Modelle zur Beschreibung des allgemeinen Plasmazustandes ent-
wickelt wurden, nämlich das Teilchen- und das FlüssigKeitsmodell.
Wie schon der Name sagt, wird die Beschreibung durch das Teilchen-
modeü dann von Vorteil sein, wenn die Dichte so klein ist, daß die
charakteristischen Längen des Plasmas in die Größenordnung des be-
trachteten Plasmavolumens fallen. Da im hier vorliegenden Falle der
andere Extremfall das Plasmaverhalten bestimmt, werden wir die
beschreibenden Gleichungen mit Hilfe des Flüssigkeitsmodells finden
müssen.
Wenn in einem Plasma örtliche und zeitliche Änderungen
der thermischen und elektrischen Größen vorliegen, so besteht im
strengen Sinne kein detailliertes thermodynamisches Gleichgewicht
m hr, bei dem jeder Prozeß mit seinen Umkehrprozessen im Gleich-
gewicht sein muß. In diesem Falle geht eine exakte Formulierung der
das P lasma beschreibenden Beziehungen vom Liouvilleschen Satz aus
Uli, 76] . Unter gewissen Bedingungen erhält man hieraus für die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f .
t
(t, x, v) im Phasenraum der
verschiedenen Teilchensorten je eine Boltzmanngleichung
oder
die aussagt, daß die totale zeitliche Änderung der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte im Phasenraum von Teilchen mit der Masse m.
und der Krafteinwirkung K. zur Zeit t, am Ort x und mit der Geschwindig-
- 11 -
keit v gerade gleich der Änderung dieser Dichte ist, die durch Stöße
in diesem Volumenelement bewirkt wird (- Stöße oder die d"1,011
Erzeugung von entsprechenden Teilchen entstanden i st ( .) e(z .
Unter bestimmten Annahmen über die Stoßvorgänge kann man
die Größen ( f) Stöße durc'1 Inte;grale über die unbekannten Funktio-
nen f. ausdrücken. Der Erzeugungsterm ist im allgemeinen recht schwie-
rig zu erfassen, weshalb er meist vernachlässigt wird. In diesem Falle
wird die Boltzmanngleichung zu einer nichtlinearen Integro-Differential-
gleichung. Die makroskopischen Gleichungen erhält man durch Multi-
plikation mit entsprechenden Größen und Integration über den Ge-
schwindigkeitsraum, also eine Mittelung über alle vorkommenden
Geschwindigkeiten.
Da diese Probleme in ihrer Allgemeinheit mathematisch
recht schwierig zu behandeln und nur in Spezialfällen und mit Näherungs-
annahmen exakt zu lösen sind, wollen wir für unsere Arbeit auf Grund
der belegten Voraussetzungen aus Kapitel(2ldie Methoden der Thermo-
dynamik der irreversiblen T rozesse mit geeigneten Modifikationen für
das Plasma benutzen, da nur geringe Abweichungen vom thermodynami-
schen Gleichgewicht zugelassen sind. Wir betrachten dazu [74] eine
Flüssigkeit, die aus n Komponenten - entsprechend der Zahl der ver-
schiedenen Teilchensprten - besteht. Summiert man die Gleichungen,
die die einzelnen Komponenten des Plasmas beschreiben, und führt
anstelle der Variablen für die Teilkqmponenten geeignete neue Variable
ein, so erhalten wir die Gleichungen, die im folgenden abgeleitet werdenJ
und die im Rahmen der Näherung das Verhalten des Plasmas beschreiben.
Man spricht in diesem Falle von einem Einflüssigkeitsmodell. Durch
die Randbedingungen, die an die Variablen gestellt werden müssen,
werden dann die Gleichungen entsprechend der geometrischen Anordnung
des Untersuchungsobjekts modifiziert.
3
. 1. Die Zustandsgieichung
Wie die Thermodynamik lehrt, besteht zwischen den Zu-
standsvariablen Druck p, Temperatur T und Massendichte m ein
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funktionaler Zusammenhang, der mit Zustandsgieichung bezeichnet wird.
Wenn wir als erste Näherung die Atome als Massenpunkte betrachten
und keinen Wechselwirkungsmechanismus zwischen den Teilchen zulas-
sen, dann ergibt sich die ideale Gasgleichung







Teilchensorte und k die Boltzmannkonstante be -
Im Lichtbogenplasma sind die Teilchendichten wegen der hohen
Temperatur trotz hoher Drucke so klein, daß immer mit den idealen
Gasgesetzen gerechnet werden darf Cl9l| . Einschränkungen dafür könn-
ten einmal dadurch gegeben sein, daß die Fermionen z. B. die Elektronen
für große Entartungsparameter 1" (Teilchenzahl/ Zustandssumme)
durch die Fermistatistik anstatt durch die Näherung der Boltzmann-
statistik beschrieben werden müssen. In unserem Falle, wo der Ent-
artungsparameter sehr viel kleiner als eins ist (charakteristischer
Wert für Stickstoff: T = 104 0K
,
p = 1 atm ist = 10"6 - 10"5),
ist aber keine Einschränkung zu erwarten. Eine andere Störung könnte
durch das Vorhandensein der Plasmawechselwirkung verursacht werden.
Jedoch läßt sich auch hier zeigen, daß bis zu extern hohen Drücken die
ideale Gasgleichung ihre Gültigkeit besitzt [19] .
Wie wir aus diesen Vorbemerkungen ersehen, können wir
also die ideale Gasgleichung in guter Näherung als Zustandsgieichung
für die r iasmakomponenten benutzen. Wir definieren nun Variable,
die das Verhalten des Plasmas alsGanzes beschreiben. Die Gesamt-
teilchenzahldichte n ergibt sich wie auch der Gesamtdruck p und die









Mit diesen Gleichungen und der Voraussetzung des thermischen
Plasmas (siehe Z. 2) erhalten wir durch Summation aller Gleichungen
(3. 1. 1) folgendes Endresultat




wobei m(p( T) gemäß folgender Beziehung als eine mittlere Masse der
einzelnen Teilchen aufzufassen ist.
Diese mittlere Masse läßt sich mit Hilfe der Sahagleichung (siehe 4. l)
als Funktion von p und T unter der Voraussetzung der Quasineutralität
des Plasmas (siehe 2. 3) bestimmen. Im Falle eines 3-Komponenten-
gases (Atome, Jonen, Elektronen) erhält man für m den Ausdruck
=
,
A r t> mLt nrt30"£W (3. 1.7)
bedeutet hier der lonisationsgrad des Gases und m die Atommasse.
A
3
. 2. Die Kontinuitätsgleichung der Masse
Aus der Tatsache, daß in einem festen Volumen die zeitliche
Änderung der Dichte 9 gleich ist der in diesem Volumen erzeugten
Masse <S und dem Massenzufluß durch die Oberfläche des Volumen-
elementes, ergibt sich folgende Beziehung, wenn wir die Geschwindigkeit
der i.Komponente mit v bezeichnen
+ dLvg y. =e.
.
(3.2.1)
Die Massenproduktion kann in unserem Falle z. B. von lonisations-
oder Dissoziationsprozessen herrühren. Chemische Prozesse sind
nicht zugelassen, da wir als Ausgangspunkt ein reines Gas annehmen
.
Da im nichtrelativistischen Fall die Gesamtmasse eine Erhaltungs-
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Wehn wir durch folgende Definition
v-fc *
eine Schwerpunktsgeschwindigkeit des Plasmas einführen, erhalten wir
durch Summation der Gleichungen (3. 2. 1) unter Beachtung von (3. 2. 2)
und (3. 1. 4) die Kontinuitätsgleichung der Masse
i f + ii-v 3mV = o . (3.2. 4)
Führen wir hier im Hinblick auf die späteren Anwendungen Zylinder-
koordinaten (v, y, z) ein und beachten, daß bei stationären achsenrota-
tionssymmetrischen Flasmakonfigurationen die Abhängigkeit der einzelnen
Größen von und t herausfällt, so stellt sich die Gleichung (3. 2. 4) in
der Form dar
T 17 S-U-J+Ii Sm W - 0 . (3.2.5)
Dabei sei v der Vektor (u, v, w).
3
.
3. Die erweiterte Navier-Stokessche Gleichung
Wenn wir das Newtonsche Gesetz auf ein Volumenelement
einer Flüssigkeit anwenden, so erhalten wir für die i.Komponente der
Hüssigkeit die Beziehung
-SmiVi + A CVTil-ki + SiZ;. (3.
Hierbei bedeuten % der Impulsflußtensor, Ti der Spannungstensor,
K die wirkendenden Kräfte pro Volumeneinheit und «tZ; die Impuls-
produktion durch das Entstehen von neuen Teilchen der i. Sorte. Die
wirkenden Volumenkräfte setzen sich aus äußeren und inneren Kräften
zusammen, die elektromagnetischer und nicht elektrischer Natur sein
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können. Die elektromagnetischen Kräfte besitzen elektrische und
magnetische Komponenten. Wir können sie in folgender Form schrei-
ben.
kii" S«li[E+ i(vixH)l+ Krtw. (3.3.2)
Hierbei bedeuten 9et-1i
.n; die Ladungsdichte, die Ladung,





E und H die makroskopische
elektrische und magnetische Feldstärke. Dabei verschwindet natürlich
die Summe über alle Wechselwirkungskräfte
% l=0- (3.3.3)
Bei den nicht elektrischen Kräften wollen wir nur die Wechselwirkungs-
kräfte berücksichtigen, deren Summe auf Grund des dritten Newton-
schen Gesetzes ebenfalls verschwindet
. Das gleiche gilt für die Summe
über alle Impulsproduktionsterme
1 =° (3.3.4)







, der sich aus dem Gasdruck und dem Strahlungs-
druck zusammensetzt
, abspalten.
Dabei ist natürlich der Strahlungsdruck in unserem be-
trachteten Parameterbereich zu vernachlässigen. Die Größe T ist
bei makroskopischer Betrachtung mit anderen physikalischen Größen
verknüpft, wie z.B. mit der Zähigkeit, mit den Temperatur- oder
Konzentrationsgradienten, usw. Wir wollen den totalen Spannungs-
tensor des Plasmas in der ersten Näherung entsprechend der Navier-
Stokesschen Beziehung den entsprechenden Geschwindigkeitsgradienten
proportional setzen.
X





-v die Diffusionsgeschwindigkeit der i. Komponente
und jul die Schichtviskosität.
Unter der üblichen Annahme, daß die Volumenviskosität
verschwindet, ergibt sich für fX.A ein Wert von
MA---Xi* }L (i. 3.7)
Die Zähigkeit ist in unserem Falle eine Funktion der Temperatur und
des Druckes. Eine Abhängigkeit von der elektrischen und magnetischen
Ifeldstärke wird für unsere Verhältnisse nicht zu erwarten sein.
Wenn wir nun alle Gleichungen (3. 3. 1) addieren und unsere
obigen Festlegungen beachten, erhalten wir mit Hilfe der Gleichung
(3.2.4)
Ski 5t * S** t + V** V x «t = - 9*«.Ap + SiL E + CH) (3. 3. 8)
+ dl V T
für die Divergenz des Tensors t erhalten wir aus (3. 3. 6) und (3. 3. 7)
dUv T - JJL ( cjvad d«'v V - tot rot v) + Tfot y »a-d )
+ cjvmL (
_
v qvad x.) - V cliv g-Jad l + div v g va.djjl '
Die Ladungsdichto und die Stromdichte sind dabei in üblicher
Weise wie folgt definiert.
S
.L- ISeW - t im (3.3.10)
1= IS«iiVi= .ItTliVi (3.3.11)
Durch Spezialisierung auf stationäre achsenrotationssymmetrische
Anordnungen stellt sich Gleichung (3. 3. 8) unter Berücksichtigung der
Ouasineutralität wie folgt dar.
f- Komponente:








. 4. Die Energiebilanz
Ganz analog zu (3. 2) und (3. 3) erhalten wir, wenn wir eine
Energiebilanz für die i. Teilchensorte aufstellen, folgende Beziehung
Hierbei bedeuten £
midie totale Energie pro Masseneinheit und die
Energieproduktion pro Volumeneinheit der i. Komponente des Flasmas.
Die Größe Q. setzt sich aus dem Wärmestrom Q
. und dem Strahlungs-
fluß Q additiv zusammen. Die totale Energie Emi berücksichtigt
rad i
. l
die innere Energie Um , die kinetische Energie , eventuell eine
potentielle Energie, die aber in dieser Arbeit unbeachtet bleiben soll
(3. 3, ) und die Strahlungsenergie E j / mi.
i
emi =Lt-'«i + + Ewd;
.
f$y*i . (3.4. 2)
Bei dem Energieproduktionsterm g - werden wir, da chemische Reak-
tionen nicht zugelassen sind, nur die ohmsche Heizung als wesentlichen
läktor zu berücksichtigen haben.
Die gesamte innere Energie des Plasmas setzt sich aus den
inneren Energien und der kinetischen Energie auf Grund der verschie-









Dabei müssen natürlich die lonisations- und Dissoziationsenergien
ihre Berücksichtigung finden. Die Strahlungsenergie des Plasmas
als Ganzes ergibt sich aus der Summation der Teilkomponenten.
E
>r<,d.= S-Er i (3.4.4)
Der Gesamtwärmestrom und Gesamtstrahlungsfluß können in folgender
Form dargestellt werden
(3.4.5)
wobei der Strahlungsdruck wieder vernachlässigt wurde. Wie wir sehen,
werden die beiden Ströme durch eine sehr komplizierte Teilchenbewegung
hervorgerufen. In erster Näherung werden wir gemäß des Fourierschen
Ansatzes den Wärmestrom proportional zum Temperaturgradienten an-
nehmen können. Wir setzen also
Q - aiT (3 4 6)
Die Wärmeleitfähigkeit >t wird dabei natürlich sehr stark von der
Temperatur und vom Druck abhängen. Die Abhängigkeit von den elek-
trischen Feldgrößen werden wir in unserem Falle vernachlässigen
können. Da wir in dieser Arbeit nur optisch dünne Bögen betrachten,
berücksichtigen wir die Strahlung nur insoweit, als wir nur eine
spezifische Abstrahlung pro Volumeneinheit u(T,p) annehmen. Die
gesamte ohmsche Aufheizung ergibt sich aus den Maxwellschen Gleichun-
gen zu
(3.4.7)
Mit diesen Vorbemerkungen erhält die Gesamtenergiebilanz die folgende
Form, indem wir alle Gleichungen (3. 4. 1) addieren und Gleichung (3. 2. 4)
-1 9 -
beachten.
S« |t (Um* ° vdiWT +JU-<,>" pdiv v * d"' *9yadT
(3.4.8)
+ jE-ü
Wenn wir Gleichung (3. 3 8) skalar mit v multiplizieren und den
Ausdruck vdLtvT in Gleichung (3. 4. 8) einsetzen, so vereinfacht





XU.<T - U- .
Mit dem Ausdruck für die Enthalpie des Plasmas pro Masseneinheit
K'Um+- (3.4 10;
und dem erweiterten ohmschen Gesetz (siehe 3. 6) reduziert sich die
Energiebilanz zu der endgültigen Form
s"*i* =§f + d"'*3~*T+£-5+/t* (3.4.u,
$ heißt die Dissipationsfunktion. Sie gibt im wesentlichen an, wieviel
Energie durch Reibung in Wärme umgewandelt wird.
Wenn wir (3. 4.11) für stationäre achsenrotationssymmetri-
sche Anordnungen umschreiben, so erhalten wir
(3.4. 12)
3
. 5. Die Maxwellschen Gleichungen
Die Maxwellschen Gleichungen liefern uns eine Verknüpfung
der makroskopischen elektrischen und magnetischen Feldstärke mit
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dem Strom, der von der Bewegung der einzelnen Plasmakomponenten
herrührt. Die Beziehungen sind gegeben durch das Durchflutungsge-
setz
und durch das Induktionsgesetz




Indem wir die Divergenz von (3 5. 2) bilden, erkennen wir die Quellen-
freiheit des B Feldes
cLCv B= O.
(3.5.4)
Der Satz von der Erhaltung der elektrischen Ladung liefert uns eine
weitere wichtige Beziehung. Um die entsprechende Bilanzgleichung zu
erhalten, multiplieren wir Gleichung (3. 2. 1) mit qi/mi- Da die Gesamt-
ladung konstant sein muß, ergibt sich daraus durch Addition der
Gleichungen und Berücksichtigung der Definitionen (3. 3. 10) und (3. 3. 11)
|««+divj.o. (3.5.5)
Bildet man von Gleichung (3. 5. 1) die Divergenz und eliminiert aus





Betrachtet man wieder nur stationäre achsenrotationssymmetrische











1 CvB,)- = 0 (3.5.10)
§«1= h + i (3.5.12)
Wir sehen, daß in diesem Falle die <f -Komponente der elektrischen
Rldstärke identisch verschwinden muß
.
3
. 6. Die phänomenoloeisehen Gleichungen
Wie wir aus der Thermodynamik wissen, setzt sich die
positivdefinite Entropieproduktion aus Summanden zusammen, die
aus Produkten von Flüssen und Kräften gebildet sind. Die Flüsse
und Kräfte sind dabei nicht unabhängig voneinander. In der Thermo-
dynamik der irreversiblen Prozesse setzt man deshalb die Flüsse
bzw. Kräfte in erster Näherung als Linearkombinationen der Kräfte
bzw. Flüsse an. Die entsprechenden Koeffizienten sind bei mikrosko-
pischer Reversibilität durch die Onsager-Casimirschen Reziprozitäts-
bedingungen verknüpft. Um also eine exakte Theorie aufstellen zu
können, hätten wir alle eventuell in einem Plasma vorhandenen Kräfte
22 -
und Flüsse berücksichtigen müssen. Leider werden dadurch die
Gleic hungen sehr kompliziert. Wir müssen uns deshalb auf die
wichtigsten und einflußreichsten Kräfte beschränken. Außerdem
wollen wir die Koeffizienten als skalare Funktionen betrachten,
anstatt sie in ihrer Allgemeinheit als Tensoren zu behandeln. Aus-
wirkungen dieser Vereinfachungen haben wir schon in den Gleichungen
(3. 3. 6), (3. 4. 6) und (3. 4. 8) berücksichtigt. Weitere Vereinfachungen
wollen wir bei dem Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstärke
und Verschiebungsdichte bzw. zwischen magnetischer Feldstärke
und der magnetischen Induktion treffen. Wir wollen in erster Näherung
annehmen, daß sich die Beziehungen zwischen den Größen vom
Vakuumxustand nicht wesentlich unterscheiden.
(3.6.1)
"B- H (3.6.2)
Hirrbi-i bedoulen £ die absolute Dielektrizitätskonstante und /UcL die
absolute 1 ormrabilität. Eine weitere wichtige Beziehung müssen wir
für den elektrischen Strom ableiten. Wenn wir Gleichung (3. 3. 1) mit
qjrrii multiplizieren und alle Gleit hungen addieren, so ergibt sich eine
Wezirhnng für die zeiUiehe Änderung des Stromes, die aber in ihrer
Allgemeinheit viel zu kompliziert ist, um sie analysieren zu können.
Anstelle dieser Gleichung benutzt man deshalb eine Näherung, die als
verallgemeinertes Ohmsches Gesetz bezeichnet wird.
* (3.6.3)
Hierbei bedeutet S die elektrische Leitfähigkeit, die natürlich wiederum
als eine Funktion von Temperatur und Druck anzusehen ist. Die Ab-
hängigkeit von den elektri sehen Größen soll vernachlässigt werden.
Da <s als Skalar aufgefaßt wird, wird der Hallstrom vernachlässigt.
Die Berücksichtigung der Ouasineutralität, d. h. die Vernachlässigung
des Konvektionsstromes gegen den Leitungsstrom, liefert für die Korrponen-
ten von (3. 6. 3) folgende Beziehungen
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4,= ö(Er+/tl.lCvHI-wH3.
i<t*<Z>(S<i*Ao.L***-'x"ä) (3 6 4)
3
. 7. Die Randbedingungen
Wir haben in den obigen Abschnitten Beziehungen abgeleitet
,
die ein Plasma unter den angegebenen Näherungen beschreiben. Für
die unbekannten Größen
P, S-n.T, u, v, w, E», , H,, H t l,'Dv,T)»)D.,"B»l'B,1,Bei8.L
sind 22 partielle Differentialgleichungen und gewöhnliche Gleichungen
zu lösen, die im allgemeinen Falle untereinander gekoppelt sind. Als
Lösung ergibt sich die ungeheuere Vielfalt von allen möglichen Licht-
bogenanordnungen. Um diese Mannigfaltigkeit von Lösungen auf die
verschiedenen geometrischen Konfigurationen von Lichtbögen zu speziali-
sieren, sind Randbedingungen und Anfangsbedingungen erforderlich.
Diese sondern gleichzeitig die physikalisch sinnvollen Lösung aus.
Als allgemeine sinnvolle Bedingung ist an alle obigen Größen
die Forderung der Endlichkeit und Stetigkeit zu stellen. Weiter müssen
die obigen Größen auf Grund der oben erwähnten Erhaltungssätze Be-
dingungen erfüllen. Am Rand C des als ruhend betrachteten Volumens
müssen nämlich die Normalkomponenten des Wärmestromes
,
der
Geschwindigkeit, des Stromes und der magnetischen Induktion stetig
sein.
Q<> i V
, U .'S«. sttt aai C . p 7 jj
Wenn keine Flächenladungen vorhanden sind
, muß auch die Normalkom-
ponente von D stetig sein.
Weiter sind am Rande des Lösungsgebietes die Tangential-
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komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstärke stetig.
Et und. H-t stetig <t-u* C . 7 2j
Die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit muß wegen der Reibung
gleich der Geschwindigkeit der Wand sein. Wenn diese ruht, gilt also
vfc = o.
(3.7.3)
Weiter sind noch verschiedene Größen, z. B. die Temperatur an der
Wand in Abhängigkeit von der Zeit anzugeben, um das Verhalten ein-
deutig zu bestimmen. Dabei müssen natürlich die Bedingungen mit den
obigen Gleichungen in Einklang stehen.
4
.
THEORETISCHE ERGEBNISSE UND EXPERIMENTELLE MtGLICH-
KEITEN ZUR BESTIMMUNG DER BENt TIGTEN MATERIALFUNK-
TIONEN MIT ANWENDUNG AUF STICKSTOFF - UND ARGONFLASMEIS
Im letzten Kapitel haben wir gesehen, daß zu der makrosko-
pischen Beschreibung eines Plasmas neben den Grundgleichungen und
den Randbedingungen noch eine Reihe von Funktionen nötig sind, die
die Eigenschaften und die spezifischen Gegebenheiten der verschiedenen
Arbeitsstoffe berücksichtigen. Aus diesem Grunde werden diese Funk-
tionen unter dem Begriff Materialfunktionen zusammengefaßt.
Genau wie bei den Grundgleichungen geht eine exakte Be-
stimmung der Materialfunktionen von den Boltzmanngleichungen aus
(siehe(3)). Jedoch ist auch hier eine explizittoder auch nur eine implizite
Lösung nur in den seltensten Fällen und mit sehr starken Näherungs-
annahmen möglich. Eine recht gute Approximation erhält man für den
Fall eines sog. Lorentzgases. Bei diesem handelt es sich um ein
hypothetisches vollständig ionisiertes Plasma, bei dem die Ionen gegen-
über den Elektronen als ruhend angenommen werden und die Nahstöße
der Elektronen untereinander vernachlässigt werden. Für diesen
Fall gelingt eine explizite Berechnung von verschiedenen Material-
\
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funktionen, wenn man nur geringe Abweichungen von thermodynamischem
Gleichgewicht zuläßt.
Für andere Fälle ist man z. T. auf klassische Näherungen
angewiesen, die entsprechend den Gegebenheiten im Plasma modifiziert
werden müssen.
Die Materialfunktionen sind im allgemeinen von vielen
makroskopischen Größen abhängig. Da in unserem Falle die elektrischen
und magnetischen Feldgrößen relativ klein sind, werden wir nur die
Abhängigkeit von der Temperatur und dem Druck beachten müssen.
Ebenso können wir die Funktionen als Skalare behandeln, anstatt, wie
im allgemeinen Fall, ihren Tensorcharakter berücksichtigen zu müssen.
Der beste Weg zur Bestimmung der Materialfunktionen wird
sich wohl nur durch einen Vergleich von theoretischen und halbexperi-
mentellen Werten ergeben. Es müssen also theoretisch durchsichtige
und experimentell und geometrisch relativ einfach zu verifizierende
Versuchsanordnungen gefunden werden, die auf Grund von Messungen,
die das Plasmaverhalten nicht wesentlich stören, eine relativ einfache
Bestimmung der Materialfunktionen aus makroskopischen Größen zu-
lassen. Da die Temperatur nie über den untersuchten Bereich konstant
ist, ergeben sich, wie wir weiter unten noch genauer sehen werden,
meist Integralgleichungen für die unbekannten Funktionen, die zum
Teil numerisch mit einem Digitalrechner gelöst werden müssen. Um
eine möglichst gute Genauigkeit für die gesuchten Werte zu erreichen,
sollen Experimente untersucht werden, wo die gesuchte Material-
funktion einen starken Einfluß auf die Meßgrößen ausübt. Im folgenden






. Die Dichte und die Enthalpie
In(3. 1) wurde festgestellt, daß bei Kenntnis von zweien der
drei Zustandsgrößen p, ) T die dritte eindeutig durch Gleichung
(3. 1 5) bestimmt ist, wenn die dort definierte mittlere Masse mfp, T)
als Funktion von Temperatur und Druck bekannt ist. Um sie zu be-
rechnen, müssen wir gemäß ihrer Definition (3. 1. 6) die Fartial-
teilchendichten als Funktion der Temperatur und des Gesamtdruckes
können. Ebenfalls sind diese Größen zur Bestimmung der thermo-
dynamischen Potentiale und Funktionen erforderlich. Die numerische
Berechnung dieser Werte gelingt bei Berücksichtigung der Quasi-
neutralität des Plasmas mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes bzw.
der Sahagleichung für die verschiedenen Reaktionen. Diese Beziehungen
werden aus der Bedingung erhalten, daß bei konstanter Temperatur
und Druck die Variation der gesamten freien Enthalpie im thermo-
d/namischen Gleichgewicht verschwinden muß. Bei der Berechnung
der thermodynamischen Funktionen muß die Zustandssumme bekannt
sein, in der Translation-, Rotations-, O szillations-, Elektronenan-
regungs- und Trennungsenergie ihre Berücksichtigung finden müssen [] 9]
Numerische Ergebnisse nach dieser Methode werden in [8, 9}
angegeben. Die berechneten Dichter, von Argon bzw. Stickstoff werden
in den Abb. 1 und 2 als Funktion der Temperatur bei Atmosphären-
druck dargestellt. Die Enthalpie und die spezifische Wärme bei kon-
stantem Druck von Stickstoff sind in Abb. 3 bei Atmosphärendruck
als Funktion des Wärmestrompotentials {s. 4. 2} aufgezeichnet. Die
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Abb. 1 Die Wärmeleitfähigkeit, das Wärmestrompotential, die Dichte

















Abb. 2 Die Wärmeleitiähigkeit, das Wärmestrompotential, die Dichte
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Abb. 3 Die Enthalpie, die spezifische Warme bei konstantem Druck
und das Verhältnis von spezifischer Wärme zur Wärmeleit-




2 Die elektrische l.eitfähitikeit, die spezifische Abstrahlung von
optisch dünnen nönon und die Wärmeleitfähigkeit
Wie wir in Kapitel{2')gesehen haben, ist die elektrische
Leitfähigkeit wohl die charakteristischste Materialfunktion eines
Plasmas. In Erweiterung zu ihrer klassischen Definition als Pro-
portionalitätsfaktor zwischen Stromdichte und elektrischer Feldstärke
wollen wir sie für ein 1 lasma, wo diese Festlegung keine allgemeine
Gültigkeit mehr besitzt, aus der pro Volumeneinheit zugeführten
elektrischen Leistung 1 und der Stromdichte definieren.
In dem Fall, wo nur kleine elektrische Feldstärken auf die l.adungs -
träger einwirken und wo der Einfluß der anderen Kräfte zu vernach-
lässigen ist, stimmt die obige Definition mit der klassischen überein.
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Um eine erste Abschätzung über die Größe der elektrischen
Leitfähigkeit zu erhalten, kann man von der Bewegung eines Ladungs-
trägers im homogenen elektrischen Feld ausgehen. Durch Übertragung
der entsprechenden Größen mit Hilfe einer Mittelung auf ein Teilchen-
ensemble, das vom thermischen Gleichgewicht nicht wesentlich ab-
weicht, erhält man folgende elementare Formel für die Leitfähigkeit
S = 1 M- (4. 2. 2)
Hierbei bedeuten die mittlere freie Weglänge und vi
.
die mittlere
thermische Geschwindigkeit der i. Teilchensorte (siehe 4. 3. ). Diese
Formel kann natürlich nur eine erste Näherung darstellen.
Um eine größere Genauigkeit zu erhalten, muß man von der
Boltzmanngleichung ausgehen. (Siehe(3)). Da die Elektronen wegen ihrer
geringen Masse den Hauptanteil zur Leitfähigkeit beisteuern, wird
im allgemeinen (76] nur der Beitrag der Elektronen berücksii htigt.
Wenn wir in einem vollständig ionisierten Plasma ein homogenes
stationäres Stromfeld in einem homogenen Medium betrachten
,
so er-
hält die Boltzmanngleichung folgende Form
3iE cos f l&ÜÖ - m) (4. 2. 3)
wo 0 der Winkel zwischen der Geschwindigkeit v und der elektrischen
Feldstärke bedeutet. Der Stoßterm wurde von Rosenbluth
,
Mac
Donalt und Judd £54] untersucht. Die Lösung der dann resultierenden
Gleichung ist sehr komplex und unübersichtlich.
Nur im Falle eines Lorentzgases kann man explizit folgenden
Ausdruck für die elektrische Leitfähigkeit angeben.
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wo X die Zahl der Elementarladungen der Ionen angibt und A. sich
aus dem Verhältnis der Debyelänge (siehe (2. 3. 3)) zu dem Stoß-
parameter berechnet, bei dem die Ablenkung auf der Kugeloberfläche
90
° beträgt. Setzt man Zahlenwerte ein, so ergibt sich folgender
Ausdruck
St/a-em' = o,«« '(tW1 - - . (4.2.5)
Wenn man die Elektronenwechselwirkung in erster Näherung berück-
sichtigt [76] , dann ergibt sich, daß die Leitfähigkeit proportional
zur Leitfähigkeit des Lorentzgases wird, wobei der Proportionalitäts-
faktor ye von der Ladung der Ionen abhängt,
Bei dieser Ableitung wurde natürlich wieder berücksichtigt, daß die
aus dem Feld aufgenommene Energie klein sein soll gegen die
thermische Energie der Teilchen.
Die Berechnung der Abstrahlung gestaltet sich schwieriger,
da im allgemeinen Fall sowohl die Linienstrahlung als auch die Brems-
strahlung und Zyklotronstrahlung berücksichtigt werden müssen.
Außerdem ist zu beachten, daß für die Strahlung kein thermisches
Gleichgewicht bei den von uns betrachteten optisch dünnen Bögen
vorliegt.
Zur ersten groben Abschätzung der Größe der Abstrahlung
kann man von der Voraussetzung ausgehen, daß alle Atome nur zu
einem angeregten Zustand fähig wären. Man erhält dann für die Ab-
strahlung nach [19] folgende Formel
-B/T
ä = A/Te (4.2.7)
Eine bessere Näherung für unseren Fall ergibt sich nach einer Be-
merkung von U n s ö 1 d , in dem man sich eng an Einsteins Ableitung
der Flanckschen Strahlungsformel hält. Nach Pel zer [4 7] ergibt
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sich folgender Ausdruck für die spezifische Abstrahlung
wobei die Summation über alle lonensorten zu erstrecken ist
.
Vj bedeutet eine Grenzfrequenz, die aus dem Termschema so zu
bestimmen ist, daß bis zu dieser Frequenz die Terme als dichtliegend
angesehen werden können. Eine gewisse Unsicherheit besteht bei der
Wahl der effektiven Kernladungszahl Z des j. Ions. Der genaue
Wert kann nur aus experimentellen Werten gefunden werden.
Noch weniger als die elektrische Leitfähigkeit läßt sich
die Wärmeleitfähigkeit * eines Plasmas einfach übersehen
.
Die
Gesamtwärmeleitfähigkeit kann man sich nach Meix ner [46] aus
drei Anteilen additiv zusammengesetzt denken.
1
. Wärmeleitfähigkeit bei gehemmter Reaktion der einzelnen Komponen-
ten (Kontaktwärmeleitfähigkeit).
2
. Wärmeleitfähigkeit durch Transport von Reaktionsenergie (Reaktions-
wärmeleitfähigkeit).
3
. Wärmeleitfähigkeit durch Thermodiffusion und Diffusionsthermo-
effekt.
Die Wärmeleitfähigkeit bei gehemmter Reaktion entspricht dem
,
was
im allgemeinen in der kinetischen Gastheorie unter Wärmeleitung ver-
steht. Sie wird klassisch nach [6] für jede Komponente des Plasmas
gegeben durch
1= vLU v. . (4.2.9)
Bei der spezifischen Wärme müssen für ein Plasma die translatorischen
und inneren Freiheitsgrade berücksichtigt werden. Durch Summation
über alle Komponenten erhält man die Kontaktwärmeleitfähigkeit.
Die Reaktionswärmeleitfähigkeit ist bei Molekülgasen die
entscheidende Größe
. Hier sind vor allem der Dissoziations- und
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lonisationsbeitrag zu nennen, deren maximale Beträge in verschiedenen
Temperaturbereichen liegen (siehe Abb. 1 und 2).
Die Beiträge der Thermodiffusion und Diffusioristhermik
der schweren Teilchen sind verglichen mit den anderen Beiträgen
klein wie in[6]gezeigt wird, so daß man sie vernachlässigen kann. Zu
berücksichtigen ist aber der Beitrag der Elektronen. Für ein Lorentz-
gas wurde der Thermodiffusionsfaktor 4 zum ersten Mal von W a 1 d-
mann berechnet. Waldmann und Clusius haben dann diesen
Anteil auch erstmalig experimentell nachgewiesen. [86].
Die obigen Ergebnisse sind natürlich wieder nur erste
Näherungen. Die exakten Ergebnisse sind aus der Boltzmanngleichung
abzuleiten. Hierbei sind auch unter Umständen thermoelektrische
Effekte zu berücksichtigen. Für ein Lorentzgas erhält man folgenden






oder wenn man die Zahlenwerte einsetzt
Die Berücksichtigung der Elektronenwechselwirkung liefert nach
Spitzer und Härm [75jwie bei der elektrischen Leitfähigkeit einen
Proportionalitätsfaktor JT , der von der Ladung der Ionen abhängt.
Jt SV«,.. (4.2.12)
Nachdem wir nun auf einige theoretische Möglichkeiten zur
Bestimmung der elektrischen Leitfähigkeit, der spezifischen Abstrah-
lung und der Wärmeleitfähigkeit eingegangen sind, wollen wir auf eine
halbexperimentelle Methode zur Berechnung dieser Funktionen hinwei-
sen, nach der auch die später benötigten Materialfunktionen für ein
Stickstoff- und Argonplasma bestimmt wurden.
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Man betrachtet dazu einen wandstabilisierten zylindersymme-
trischen Lichtbogen ohne Konvektion
,
der am besten in einem Kaskaden-
bogen realisiert werden kann [6
, 39]. Die Crundgleichungen reduzieren
sich für diesen Fall wie in[5]gezeigt wird, auf die Energiebilanz, die
Stromtransportgleichung und die Formel für die pro Längeneinheit
abgestrahlte Energie. Wenn wir von der magnetischen Kompression
absehen (siehe (5. 2. 3)), so können wir den Druck im Bogen als
konstant ansehen. In diesem Fall wird das elektrische und thermische
Verhalten eindeutig durch die oben erwähnten Gleichungen und drei
Randbedingungen für die Temperatur beschrieben
. Umgekehrt muß
es dann möglich sein, aus geeigneten experimentellen Informationen
die drei Materialfunktionen elektrische Leitfähigkeit, spezifische
Abstrahlung und Wärmeleitfähigkeit, die dieses Verhalten bestimmen
,
als Funktion der Temperatur bei konstantem Druck zu berechnen
.
Zur
Information dürfen dabei nur solche Größen berücksichtigt werden
,
bei
deren Messung der Bogen nicht gestört wird. Solche Meßgrößen sind
die Feldstärke, der Strom
, die gesamte abgestrahlte Leistung und die
Temperatur.
Es wurden nun verschiedene Methoden von Maecker [39
, 40]
und unserer Gruppe [65
, 66, 68, 69, 70, 85] entwickelt, das oben
dargelegte Verfahren praktisch durchzuführen
. Selbstverständlich wer-
den natürlich der mathematische Aufwand und die numerischen Rechnun-
gen um so aufwendiger, je genauer man innerhalb der Meßgenauigkeit
die experimentellen Größen der Materialfunktionen berechnen will
.
In
Abbildungen 4 und 5 sind die nach [70, 85] berechnete Leitfähigkeit
und spezifische Abstrahlung für Argon und Stickstoff bei Atmosphären-
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Abb. 5 Die elektrische Leitfähigkeit und die spezifische Abstrahlung
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Abb. 6 Die Ableitungen der elektrischen Leitfähigkeit und der
spezifischen Abstrahlung von Stickstoff als Funktion des
Wärmestrompotentials bei Atmosphärendruck
Die Ableitungen dieser Funktionen nach dem Wärmestrom-
potential für Stickstoff sind in Abb. 6 dargestellt. Diese Funktionen
werden für die späteren Rechnungen (siehe(7))benötigt. Sie wurden
durch graphische Differentiation mit Hilfe eines Derivimeters aus den
Funktionen in Abb. 5 gewonnen. Zur Überprüfung der Genauigkeit
wurden diese Wert mit einem Polarplanimeter integriert und mit
den exakten Daten verglichen.
Man erkennt, daß die Leitfähigkeit beider Gase für kleine








Aus der doppeltlogarithmischen Darstellung ergeben sich folgende
Zahlenwerte für den Exponenten und die anderen Größen
Argon: n = 1, 7; A = 1 ß" cm"', S = l W cm"1, S is 3 W cm"1
-5 01 1 c 1Stickstoff: n = 2,6 ; A = 6, 6 10 £1 " cm" , S = 1 W cm" , S = 60 Wem"
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Für gröfiere S-Werte steigen beide Funktionen mit einer Potenz
n = 3/7 t " . Der Grund hierfür soll in (5. 5. 2) angegeben werden.
Die spezifischen Abstrahlungen besitzen beide ein Maximum
( = 6, Z kW/cm3 bei Argon; aM =3 kW/cm3 bei Stickstoff) ,
deren Höhe sich ungefähr um den Faktor 2 unterscheidet.
Die Lage des Maximums (Argon:S = 300 W cm ,
Stickstoff: S = 600 W cm ') wird in erster Linie vom Extremwert
der lonenzahi be£timmt, wie die Formel von Pelzer zeigt (siehe
(4. 2. 8)).
Da Temperaturmessungen für Stickstoffbögen vorliegen
[40], wurde die Wärmeleitfähigkeit für diesen Arbeitsstoff nach der
oben erwähnten halbexperimentellen Methode bestimmt. Die Funktion
ist in Abb. 2 in Abhängigkeit von der Temperatur bei Atmosphärendruck
aufgezeichnet. Für ein Argonplasma waren wir auf theoretische Werte
von Cann [10] angewiesen, die in Abb. 1 dargestellt sind. Gleich-
zeitig sind in diesen Abbildungen die entsprechenden Wärmestrom-
potentialfunktionen S(T) zu sehen, die durch Integration der Wärme-




Diese Funktionen erweisen sich bei der Berechnung von Lichtbögen
als sehr praktisch (siehel5)und(7))
.
Beim Vergleich der beiden Wärmeleitfähigkeiten fällt sofort
auf, daß bei Stickstoff im Gegensatz zu Argon zwei Maximalwerte - bei
ungefährt 7 000° K und bei 14 500 0 K vorliegen (für Argon bei
14 500OK).
Das ist darauf zurückzuführen, daß Argon als Edelgas bei
kleinen Temperaturen in atomarer, Stickstoff dagegen in molekularer
Form vorliegt. Der erste Berg in der Wärmeleitfähigkeit von Stick-
stoff mit seinem Maximum bei ungefähr 7 000OK ist also auf den
Transport von Dissoziationsenergie zurückzuführen. Die Extremwerte
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bei 14 500"K werden dann folgerichtig durch den Transport von
lonisationsenergie verursacht
. In(5)werden wir sehen
, daß dieses
differenzierte Verhalten in erster Linie die Unterschiede zwischen
Bögen mit Molekül- und atomaren Gasen bewirkt
.
4
. 3. Die Zähigkeit
Für Strömungsvorgänge in Rohren ist die Zähigkeit eine
charakteristische Materialfunktion
.
Als erste und einfachste Näherung für diese Größe erhalten
wir aus der kinetischen Gastheorie für ein Gasgemisch
,
das aus
n-Komponenten besteht, nach [l] folgenden Ausdruck
/X t- n i Vi. (4,3.1)
Die mittlere thermische Geschwindigkeit v,
,
wird dabei durch folgende
bekannte Beziehung gegeben.
Vk-C2£f- (4.3.«)
Kir den Kehrwert der mittleren freien Weglänge der i. Teilchensorte
gilt folgende Abhängigkeit
= %. (.4-tPiO nK . (4.3.3)
Dabei bedeutet Q; der Wirkungsquerschnitt der i
. gegen die k.
Teilchensorte
. Der Faktor (1- 1/2 ) berücksichtigt die Persistenz
mit
-m * + mi (4. 3. 4)
Für ein Lorentzgas wurde die Zähigkeit von Braginskii [76]
berechnet. Ohne Berücksichtigung eines Magnetfeldeinflusses ergibt
sich folgende Formel
- 38 -
Dabei wurde vorausgesetzt, daß in erster Linie die Ionen zur Zähigkeit
beitragen.
Die allgemeine Formel für die Zähigkeit [lO, 25] läßt sich durch Deter-
minanten darstellen. Die Werte dieser Determinanten werden im
starken Maße von der Genauigkeit der Stoßparameter bestimmt. Da
genaue Meßwerte über diese Parameter nicht vorliegen, werden in
[lO] zur Berechnung der Zähigkeit eines Argonplasmas nur die Haupt-
diagonalelemente vder Determinanten berücksichtigt. Eine Abschätzung
des Fehlers zeigt, daß die Abweichungen von der Größenordnung(yn. |m,11'1
sind, also im Rahmen unserer Genauigkeit zu vernachlässigen sind.
Die Zähigkeit ist in Abb. 1 als Funktion der Temperatur bei Atmos-
phärendruck dargestellt. Das Absinken der Zähigkeit oberhalb von
10 000OK ist auf die Tatsache zurückzuführen, daß die Zähigkeit ober-
halb dieser Temperatur in immer stärkerem Maß von den Ionen anstatt
von den Atomen hervorgerufen wird, deren Beitrag kleiner als der der
Atome ist (siehe (4. 3. 4)). Die Zähigkeit von Stickstoff ist in Abb. 2
als Funktion der Temperatur bei Atmosphärendruck aufgezeichnet.
Sie wurde aus der klassischen Formel (4. 3. 1) berechnet. Die Partial-
teilchendichten werden von [8] übernommen. Für die Wirkungsquer-
schnitte werden folgende Werte gewählt
QN N * Sa) ' JI'H 't0~A'''Mi (4. 3.6 )
aN
1
W = aNj Wt acV, aet- r.a .
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Der Abfall von jx bei rund 7 000 K ist entsprechend wie oben durch
die Abnahme der Moleküldichte oberhalb dieser Temperatur zu er-
klären. Oberhalb von 15 000OK muß die Zähigkeit auf Grund von
Gleichung (4. 3. 4) natürlich wieder schnell größer werden. Die Zähig-
keiten gehen für kleine Temperaturen (1 000OK) stetig in die klassischen
C 15j über. Die Zähigkeit von Argon ist wegen der größeren Atommasse
rund 2 mal so groß wie die von Stickstoff. Zur halbexperimentellen
Bestimmung der Zähigkeit müssen Experimente gewählt werden, wo
die Reibungskräfte, wie oben schon erwähnt, wesentlich das sich
einstellende Strömungsbild bestimmen. Ein Fall, wo dieser Einfluß
gegeben ist, kann nachQl] in einem Hochstromkohlebogen realisiert
werden. Das Eigenmagnetfeld des Bogenstromes erzeugt hier im Gebiet
des Kathodenbrennfleckes eine axial zur Anode gerichtete stationäre
Plasmaströmung hoher Geschwindigkeit, die auf Grund der Reibung
mit wachsendem Abstand von der Kathode breiter und kleiner wird
.
Mit Hilfe von spektroskopischen Messungen konnte das Temperatur-
feld dieses Bogens bestimmt werden. Ebenfalls wurden Wege gefunden,
das Geschwindigkeitsfeld im Bogen zu messen. Diese Daten und die
aus der Sahagleichung (siehe 4. 1) als Funktion der Temperatur be-
rechnete Dichte genügen unter gewissen Näherungen, die Zähigkeit
als Funktion der Temperatur zu bestimmen. Dazu sind aus dem ge-
messenen Geschwindigkeitsfeld die Geschwindigkeitsgradienten zu
berechnen. Die erhaltenen Werte zeigen den schon diskutierten Verlauf.
Die Nachteile dieser Methode liegen auf der Hand. Einmal
müssen mit großem experimentellem Aufwand und durch langwierige
Messungen das Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld des Bogens
bestimmt werden. Zum anderen müssen aus dem gemessenen Ge-
schwindigkeitsfeld durch graphische Differentiation die Geschwindigkeits-
gradienten bestimmt werden, wodurch die Genauigkeit der Methode
stark reduziert wird. Außerdem treten von der Kathode her unter Um-




Diese Schwierigkeiten können umgangen werden, indem ein
wandstabilisierter zylindersymmetrischer Bogen mit Hagen-Poiseuilic-
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Strömung (siehe(6)) als Untersuchungsobjekt herangezogen wird.
Dieser Bogentyp kann relativ einfach realisiert werden Qö] . Wie
wir in(6}sehen werden, hängen in diesem Falle die Temperaturver-
teilung und die elektrischen Größen in erster Näherung nicht von den
dynamischen Größen ab. Außerdem sind diese Größen sehr gut aus
dem Verhalten von Bögen ohne Konvektion bekannt (siehe(5)). Wir
benötigen also nur eine charakteristische Gleichung zur Bestimmung
der Zähigkeit. Wenn die Dichte wieder von der Sahagleichung über-
nommen werden kann, so bietet sich hierfür die Gleichung für den
gesamten Massenfluß an, die sich nach (6. 2) in folgender Form
als Funktion des Bogenstromes darstellen läßt
Durch Einsetzen der Geschwindigkeit nach(6. 2) erhalten wir folgende




Zur Lösung dieser Gleichung müssen die Durchflußmenge als
Funktion des Bogenstromes, der Druckgradient a in Achsenrichtung
[l8] und der Radius des Rohres R bekannt sein. Da die Temperatur-
verteilung und die Dichte ebenfalls bestimmt sind, kann aus Gleichung
(4. 3. 7) die Zähigkeit als Funktion der Temperatur oder des Wärme-
strompotentials eindeutig bestimmt werden. Zur numerischen Berechnung
kann eine Methode Verwendung finden, die analog zu dem Verfahren
in [70, 85] vorgeht.
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5
. DER WANDSTABILISIERTE ZYLINDERSYMMETRISCHE LICHT-
BOGEN OHNE KONVEKTION
Nachdem wir nun die Gleichungen einschließlich der Rand-
bedingungen und der Materialfunktionen vorliegen haben, die düb
allgemeine Verhalten von Lichtbögen unter gewissen Naherungsannahmen
beschreiben
, wollen wir uns speziellen Geometrien und Bogenformen
zuwenden und ihre spezifischen Eigenschaften und physikalischen
Gegebenheiten untersuchen
. Der theoretisch einfachste Fall liegt
beim wandstabilisierten zylinder symmetri sehen Lichtbogen ohne
Konvektion vor. Am einfachsten läßt sich dieser Bogentyp in dem von
Maecker und Mitarbeitern [39] entwickelten Kaskadenbogen realisieren
wobei eine Strömung im Bogen durch eine geeignete Annordnung ver-
hindert werden kann. Dieser Bogentyp läßt bei einfacher Geometrie
eine relativ große Variation des Parameterbereiches zu, so daß er
als Testobjekt für plasmadiagnostische Methoden von großer Bedeu-
tung ist. Ebenfalls ist er zum Studium von stationären Plasmabedingun-
gen von großer Wichtigkeit.
5
. 1 Die Grundgleichungen und ihre verschiedenen Lösungsmethoden
Der wandstabilisierte zylindersymmetrische Lichtbogen
ohne Konvektion zeichnet sich vor anderen Bögen dadurch aus, daß,
wie schon der Name sagt, strenge Zylindersymmetrie vorliegt, das
heißt alle Größen sind bis auf das elektrische Potential eine Funktion
des Radius allein. Außerdem verschwinden alle Geschwindigkeits-
komponenten. Für diesen Fall reduzieren sich die Grundgleichungen
(siehe(3))auf folgende Form, wenn wir anstelle von v eine auf den
Rohrradius R normierte Variable = r/R einführen
.
Zustandsgieichung: p0(; = KS-.wToU) (5.1.i)
Navier-Stokessche GL
V--Komponente: O-- - K/Jl Ctf H j. (5.1.2)
Energiebilanz: 4t % CT» , pacOl y ftV » c (5.1.3)
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DurchflutungsgeseU: £ 4" % H»
,
Cs1» » R *- (5- 1 4)
z
-Komponente 9 ig ' J
Induktionsgesetz» El = £0« contt. (5.1.5)
-Komponente
--Ex
Poissongleichung: g t = O (5. 1. 6)
Verallgem. Ohmsches Gesetz: (5.1.7)
z
-Komponente J«, Cs> » E 2 ( Tb(s>( p to) .
Auf Grund der Endlichkeitsbedingung für physikalische Größen ß. 7) sind
folgende Bedingungen an die Temperatur und an das Eigenmagnetfeld
zu steilen.
Tj (01= H 0Co1'0 . (5
. i.8)
Außerdem sind die Werte der Temperatur und des Druckes an der
Wand vorzugeben
poco= p« ; T0(-o=tw . (5.1.9)
Zur eindeutigen Festlegung der Feldstärke E muß die Temperatur in
o
der Achse bekannt sein.
T
.
C01 = Tk (5. !. IQ)
Natürlich kann auch anstelle von der Bogenstrom (siehe (5 2. Z. 5))
vorgegeben sein, da, wie wir noch sehen werden, eine eindeutige
Abhängigkeit zwischen diesen Parametern besteht.
Zur Berechnung der Temperatu . Verteilung und der Charakteri-
stik muß man von der lokalen Energiebilanz (5. 1. 3) ausgehen, die in
diesem speziellen Fall mit Elenbaas-Hellersche Differentialgleichung
[16, 17, 24) bezeichnet wird. Mathematisch handelt es sich dabei
für die Temperatur um eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter
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Ordnung, wenn man annimmt, daß der Druck als eine in erster
Näherung konstante Größe (siehe (5. 2. 3)) nur als Farameter der
Materialfunktionen in die Gleichung eingeht. Die Materialfuuktiojien
elektrische Leitfähigkeit, Wärmeleitfähigkeit und spezifische Abstrah-
lung werden dabei als Funktion der Temperatur als bukaiiiH voraus-
gesetzt.
Der allgemeinen Lösung des Problems stehen drei Schwierigkeiten
entgegen:
1
. Die Nichtlinearität der Differentialgleichung
2
. Die Bestimmung der elektrischen Feldstärke im Bogen aus den
Randbedingungen für die Temperatur.
3
. Die ungenaue Kenntnis der benötigten Materialfunktionen.
Um einen nichtlinearen Term in der Differentialgleichung zu
eliminieren, führt man meist an Stelle der Temperatur das Wärme-
strompotential ein t581 .
Nach dieser Einführung kann man, wie es von mehreren
Autoren t23, 38, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 84l unternommen wurde,
die erste Schwierigkeit dadurch beheben, daß man den nichtlinearen
Term der Gleichung durch zwei oder mehr Geraden approximiert.
Man gelangt auf diese Weise zu den verschiedenen Bogen-
modellen, wie dem Kanalmodell, dem F'arabel-, dem Bessel- oder
dem Zweikanalmodell. Aus der Methode, die im folgenden zur Be-
rechnung herangezogen, wird, kann man eine allgemeine Modelltheorie
entwickeln, wobei jedoch mit wachsender Kompliziertheit [84] der
approximierenden Funktion der analytische Ausdruck für die Lösung
entsprechend kompliziert wird.
Die Behebung der zweiten Schwierigkeit, nämlich die Be-
stimmung der elektrischen Feldstärke aus den Randbedingungen, ver-
einfacht sich ganz erheblich, wenn man Bögen ohne nennenswerte
Abstrahlung untersucht. In diesem Falle kann man nämlich durch
eine geeignete Transformation die Feldstärke in die unabhängige
Variable hineinziehen. Auf diese Weise läßt sich bei verschiedenen
Modellen die Feldstärke aus den Randbedingungen und den Kanalradien
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bestimmen. Beim Kanalmodell muß neben der Energiebilanz zur
Berechnung der Feldstärke eine weitere Bedingung hinzugenommen
werden, nämlich das Steenbecksche Minimumprinzip [13] , das
nach Feters £48, 493 als Prinzip der minimalen Entropieproduktion
aber schon in der Energiebilanz enthalten ist. Die Berechnung der
Rldstärke wird schwierig, wenn man die abgestrahlte Energie des
Bogens nicht mehr gegen die elektrisch zugeführte Energie ver-
nachlässigen kann. In diesem Fall ist man neben einer recht kom-
plizierten Methode £29, 30] auf das Verfahren angewiesen, das weiter
unten besprochen wird. Die Schwierigkeit der ungenauen Kenntnis
der benötigten Materialfunktionen versuchte man am Anfang dadurch
zu lösen [20, 29. 30, 57, 88] , daß man für die Wärmeleitfähigkeit
einen konstanten oder mit einer Potenz der Temperatur ansteigenden
Verlauf und für die anderen Materialfunktionen theoretisch ermittelte
Werte annahm. Wie Vergleiche mit dem Experiment zeigten, konnte
mit diesen Funktionen nur eine qualitative Beschreibung des Bogen-
verhaltens erzielt werden. Die nach den neuesten Ergebnissen be-
rechneten Funktionen (siehe(4))lassen dagegen im Rahmen der
Näherung eine quantitative Beschreibung zu.
5
.
2. Das allgemeine Verhalten eines solchen Bogentyps für atomare
(z.B. Argonl und molekulare (z.B. Stickstoff) Füllgase
Nachdem wir die Grundgleichungen dargelegt und einen
Überblick über analytische Näherungslösungen für die Temperatur-
verteilung und das elektrische Verhalten gegeben haben, wollen wir
im folgenden die allgemeinen Eigenschaften eines solchen Bogens
im einzelnen untersuchen. Dazu werden wir zwei verschiedene
Füllgase betrachten - Argon und Stickstoff - da das Verhalten des
Bogens wesentlich davon bestimmt wird, ob das Gas in atomarer







. Die Berechnung der thermischen Eigenschaften.
Das thermische Verhalten des Bogens wird in erster
Linie durch die Energiebilanz bestimmt. Indem wir (5. 1. 7) in (5. 1.3)
einsetzen, erhält diese Bilanz folgende Form
" | %*(-T<,,p. 5T0CSi RTk ')3 Rl(ß!CTo|Po,)E (R,TA,TwVü:CT.1p0-))(5. 2. 11)
Hierbei ist sofort angegeben, daß die Temperaturverteilung von den
drei Parametern R, T
, Tw abhängt. Da der magnetische Druck in
radialer Richtung klein ist (siehe (5. 2. 3)), kann der Druck im Bogen
in erster Näherung als konstant angesetzt werden. Er liefert also
lediglich einen weiteren Parameter der Lösung. Außerdem können
wir in diesem Fall dem Wärmestrom ein Potential S gemäß folgender
Beziehung zuordnen.
C|rad.S= HCT,p.)g»adT oiev S= ixCJlPo)dT.
(5.2.1.2)
Da die Wärmeleitfähigkeit positiv ist, ergibt sich eine eindeutige
Zuordnung von S und T.
Mit dieser neuen Veränderlichen und den neuen Randbedingungen, die
aus (5. 1. 8), (5. 1. 9) und (5. 1. 10) folgen S(o) = S
A, 8(0) = 0,3 (1) = Sw
(5.2.13)
nimmt die Energiebilanz (5. 2. 1. 1) folgende Form an
" I 4* 4 6o(S; R,S»,4-
,
p.)= R äCS p E CR Sw, p.)- ä CS-.p.Y) (5. 2. 1. 4)
Zur Auflösung dieser Gleichung und zur Berechnung der Feldstärke
formen wir die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um. Dazu
integrieren wir (5. 2. 1. 4) zweimal von Null bis Q
,
und beachten dabei
[59, 67] die beiden ersten Randbedingungen (5. 2. 1. 3). Wir erhalten
auf diese Weise
o o (5.2.1.5)
Im Gegensatz zu früheren Arbeiten [45
, 55] kann dieses Doppelintegral






.»A-W- Rl S tat E.-üLCS.to l oi«.%Au. (5. 2. 1. 6)
Wenn wir jetzt die dritte Randbedingung (5. 2. 1. 3) beachten, können
wir die Feldstärke E eliminieren. Man erhält
o
E
.ft.w.sp.v * [ s t ltcuv ,*,, t -j (5 217)
Mit Hilfe dieser Umformung ist es also gelungen, die elektrische
Feldstärke explizit aus der Wärmestrompotentialverteilung und den
Materialfunkiionen in Abhängigkeit von den Parametern zu bestimmen.
Um die Wärmestrompotentialverteilung und daraus die Tem-
peraturverteilung im Bogen zu erhalten, brauchen wir nur den Aus-
druck für die Feldstärke (5. 2. 1. 7) in die Integralgleichung (5. 2. 1. 6)
einzusetzen:
%aM. - 4£tu**»*dJ\i*u(M°'iu 8m%c1o (5.2.1.8)
Diese Gleichung stellt eine nichtlineare Integralgleichung dar. Durch
Vorgabe der unabhängigen Parameter R, S , S und p ist die Lösung
A W O
eindeutig festgelegt. Aus der bekannten Abhängigkeit S
o
(g) können
alle anderen Größen bestimmt werden. Da die benötigten Material-
funktionen meist graphisch gegeben sind, kommen zur Lösung graphisch*
[84] oder numerische Verfahren in Betracht.
Eine Methode, die sich bei der numerischen Rechnung be-
währt hat, beruht auf einem Iterationsverfahren, das ganz analog zum
Picardschen Verfahren C31J zur Lösung von Differentialgleichungen
erster Ordnung durchgeführt wird, nämlich das Verfahren der suk-
zessiven Approximation. Wir wählen dazu eine beliebige stetige
o
Funktion S
- in unserem Fall erwies sich am geeignetsten
Sa + CS -S»')
, Ki't beliebig iest (5.2.1.9)
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(für die Potenz von% wurde eine gerade Zahl gewählt, da die
Funktion S j , wie man aus (5. 2. 1. 4) ersehen kann, nur von $a
abhängt) - und berechnen damit die rechte Seite von Gleichung
(5. 2. 1. 8). Wir erhalten darauf auf der linken Seite ein S .
Mit dieser Funktion S wiederholen wir das Verfahren und
kommen zu einem S C ) . Nach n Schritten dieser Art erhält man
schließlich ein S
. Man kann ganz analog zum Beweis des
Satzes von I- i c a r d zeigen, daß S eine stetige Funktion da r-
stellt, die die Randbedingungen (5. 2. 1. 3) erfüllt und sehr schnell
gleichmäßig gegen die Lösung von (5. 2. 1. 8) konvergiert, wenn die
Hinktionen und stetig sind, im betrachteten Intervall eine
Lippschitz-Bedingung erfüllen und überall positiv sind. Diese Be-
dingungen erfüllen aber die Leitfähigkeit und die spezifische Ab-
strahlung, so daß die Lösung auf diesem Wege erhalten werden
kann.
Die numerischen Rechnungen wurden mit Hilfe des Digital-
rechners Siemens 2002 durchgeführt. Das Programm wurde so
angelegt, daß man nach Eingabe der Materialfunktionen mit einer





einzuführen brauchte. Die Maschine
A W
rechnete dann solange, bis der relative Fehler von S ' i
.
also
1 oCVl-Sr«!') / S*<f> \ i kleiner als eine vorzugebende Fehler schranke
von 0, 5 % ausfiel. Daraufhin wurden sämtliche interessierenden
Größen berechnet und ausgedruckt. Die Rechnungen für die später
dargestellten Parameterwerte zeigten, daß für die oben angegebene
Fehlerschranke vier bis sieben Approximationsschritte nötig waren.
Dazu war eine Zeit von 5 bis 10 Minuten erforderlich
.
Bevor wir nun eine Diskussion der numerischen Ergebnisse
vornehmen und einige analytische Abhängigkeiten der Größen von den
Parametern ableiten, wollen wir zuerst den Parameterbereich fest -
legen,in dem diese Untersuchungen stattfinden sollen. Dieser Bereich
wird durch die Voraussetzungen eingeschränkt, die wir bei der Ab-
leitung der beschreibenden Gleichungen gemacht haben.
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T* 15 000° K für
Stickstoff.T S « 20 000° K für Argon). Als Wandtemperatur wird im
allgemeinen 500° K angenommen. Die obere Grenze wird durch die
Bedingung gegeben, daß die Wand bei dieser Temperatur nicht ver-
dampfen und so das Füllgas des Bogens nicht beeinflussen soll. Als
maximaler Wert wurden 3 000OK gewählt. Der Variationsbereich des
Rohrradius wird nach oben durch die Voraussetzung eingeschränkt,
daß der Bogen optisch dünn sein soll, während die untere Grenze an
die Bedingung geknüpft ist, daß die mittlere freie Weglänge der
einzelnen Teilchen und die Debyelänge klein sein müssen gegen den
Durchmesser des Entladungsrohres. Außerdem kann die Feldstärke
für kleine Radien so groß werden, daß das Ohmsche Gesetz in der
Form (5. 1. 7) und die Voraussetzung des thermischen Gleichge-
wichts in Frage gestellt werden. Wir wählten für den Radius ein
Intervall zwischen 0, 5 mm und 2, 5 cm.
Nachdem wir nun den Parameterbereich festgelegt haben,
wollen wir zuerst die Abhängigkeit der Wärme Strompotential- und
der Temperaturverteilung vom Radius des Entladungsrohres unter-
suchen. Wie aus Gleichung (5. 2. 1. 8) zu ersehen ist, hängt die S-
bzw. T-Verteilung nur vom Quadrat des Radius ab. Dies hat zur Folge
daß erst oberhalb eines bestimmten Radius R
o
die Abhängigkeit von
R stark ins Gewicht fällt. Unterhalb dieses Radius brennen alle
Bögen also in Bezug auf ihre S-bzw. T-Verteilung ähnlich, wenn die
Achsen- und Wandtemperatur gleich sind
So = So<4;V VfÜrRS Ro(TA- V <5-21-
Diesen Sachverhalt erkennt man deutlich aus den numerischen Er.-







Abb. 7 Die Wärmestrompotential30
rteilung im Argonbogen (Sve
T
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Abb. 8 Die Wärmestrompo
tentialVerteilung im Stickstoff 50


























Abb. 10 Die Temperaturvertei
lung im Stickstoffbogen (T












(SA = 70 W cm"1 bzw. T * 13«00OK, S, = 0,05 W cm"1
A W A A.W




= 0, 105 Wem bzw. T - 500OK für Stickstoff) für verschiedene
w
Radien (Argon R = 0, 0625 cm; 0, 25 cm; 1 cm; 1, 2 cm; Stickstoff
R = 0, 0625 cm; 0,25 cm, 1 cm, 2 cm) graphisch dargestellt. Das
Ähnlichkeitsverhalten ist für Stickstoff bis zu einem größeren Radius
(R
o
Sl 0, 3 cm) erfüllt als für Argon 0, 1 cm), da die Abstrahlung
hier kleiner ist. Für größere Radien bläht sich der Bogen immer
weiter auf. Dies ist auf die Tatsache zurückzuführen, daß die Ab-
Strahlung im Gegensatz zum Flächenprozeß des Stromes ein Volumen-
prozeß darstellt, dessen Einfluß mit wachsendem Radius immer größer
wird. Würden wir den Grenzübergang R-»«o durchführen - das
liefert natürlich in unserem Fall auf Grund der Voraussetzung nur
qualitative Ergebnisse - so sehen wir,indem wir Gleichung (5. 2. 1. 8)
durch R2 dividieren, daß die S cy - bzw. die T C -Verteilung
immer mehr gegen die Funktion






streben. Dabei müssen natürlich die Randbedingungen erhalten bleiben.
Im Sinne eines Gleichgewichtszustandes läßt sich dieses Verhalten auch
anschaulich leicht erklären. Wie wir aus diesen Überlegungen sehen,
können die Temperatur- und die Wärmestrompotentialverteilung in
Abhängigkeit von R nur ein ganz bestimmtes Gebiet der (S.iJ )- bzw.
(T, )-Ebene überstreichen.
.
Ganz anders verhalten sich die beiden Funktionen im Hin -
blick auf ihre Abhängigkeit von S und T .
In den Abb. 11 und 12 sind die Wärmestrompotential- bzw. in 13 und 14




= 500 0K) für verschiedene Werte von S
A
bzw. T dargestellt.
Während die SCS -Verteilungen für beide Gase prinzipiell den
gleichen Verlauf aufweisen, wird bei den Temperaturverteilungen









Abb. 11 Die Wärme strompotential
Verteilung im Argonbogen (R
0
,


























Abb. 12 Die Wärmestrompotential-
verteilung im Stickstoffbogen (R =
0
,








Abb. 13 Die Temperaturverteilung10 >a.12Wcm-













Abb. 14 Die Temperaturvertei










Molekülgasen deutlich sichtbar. Bei einer gewissen Gröfle der Achsen-
temperatur kommt es bei Molekülgasen zur Ausbildung eines heißen
Bogenkerns, während für atomare Gase mehr ein Verhalten wie bei
einem erhitzten Metallstab vorliegt, wo die Temperaturverteilung
in erster Näherung einen parabelförmigen Verlauf zeigt. Dieser
charakteristische Unterschied wird durch die verschiedenen Wärme-
leitfähigkeit hervorgerufen (siehe Abb. 1 und 2). Auf Grund des Disso-
ziationsberges der Wärmeleitfähigkeit von Stickstoff bei 7 000OK ist
bei Achsentemperaturen über 7 000OK die Wärmeleitfähigkeit in der
Achse geringer als weiter außen, so daß der Kern nicht abgebaut wer-
den kann. Bei höheren Achsentemperaturen wird der heiße Bogenkern
wieder breiter und füllt schließlich den ganzen Bogenkanal aus.
Uber die analytische Abhängigkeit von S kann man Aussagen
machen, wenn die elektrische Leitfähigkeit nach einem Potenzgesetz
ansteigt, wie es in (4. 2. 13) angegeben ist und wo Parameter betrachtet
werden, bei denen der Abstrahlungsterm vernachlässigt werden kann.




S.,t%;SAlSw*o sUsj«') Sa . (5.2.1.12)
Für Argon und Stickstoff ist dieses Verhalten innerhalb des Intervalls
0 < S. < S (siehe (4. 2. 13)) zu erwarten, wie es auch die numerischen
A G
Rechnungen zeigen.
Um über die Abhängi gkeit von der Wandtemperatur Aussagen
machen zu können, sehen wir uns am besten die S(T)-Fujiktionen in
Abb. 1 und 2 und Gleichung (5. 2. 1. 8) an. S . geht in diesen Gleichungen
im Verhältnis zu S
.
ein. In dem Fall, wo
A
fcw/SA«'! (5.2.1.13)
ist, wird der Einfluß zu vernachlässigen sein. Auf Grund des flachen
Verlaufs der S(T)-Kurve in den Abb. 1 und 2 wird eine Variation der
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Wandtemperaturen bis zu Temperaturen von 3 000OK im allgemeinen
nur einen geringen Einfluß auf den Temperaturverlauf haben. Nur
bei kleinen Achsentemperaturen wird der Einfluß einen merkbaren
Effekt haben. Da die Wärmeleitfähigkeit von Stickstoff auf Grund
des Dissoziationsbeitrages viel stärker mit der Temperatur ansteigt
als die von Argon, wird der Einfluß der Wandtemperatur bei Argon-
bögen stärker sein als bei Stickstoffbögen. Die geringe Abhängigkeit




Folge der geringen Wärmeleitfähigkeit der Gase für kleine Tempera-
turen.
Auf eine wichtige Tatsache ist noch hinzuweisen. Bei hohen
Achsentemperaturen bilden sich in der Nähe der Wand auf Grund der
kleinen Wärmeleitfähigkeit hohe Temperatur- und Teilchendichten-
gradienten aus (bis zu einigen 10 0K/cm, siehe Abb. 13 und 14). In
diesem Gebiet reichen auf Grund unserer Voraussetzungen die Grund-
gleichungen zur Beschreibung nicht mehr aus. Man ist also in diesen
Gebieten auf höhere Näherungen angewiesen, wenn man die Vor-
gänge dort beschreiben will. Da dieser Bereich sich aber nur auf
die nächste Nähe der Wand bezieht
,
wollen wir diesen Einfluß
vernachlässigen.
5. 2. 2
. Das elektrische Verhalten und die Größe der Abstrahlung
Nachdem wir das thermische Verhalten untersucht haben
,
wollen wir uns nun mit den elektrischen und Strahlungseigenschaften
des Bogens beschäftigen. Dazu sind zuerst einige integrale Größen
anzugeben.
Für den Gesamtstrom durch den Bogen erhalten wir aus




p = 2irR £ CR,SAlSw|P ') S (3 (s.w,p. S"1? (5.2.2.1)
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Daraus ergibt sich für den Leitwert G bzw. für die dem Bogen pro
Längeneinheit zugeführte elektrische Leistung
v , (5.2,2.2)
Für die vom Bogen pro Längeneinheit abgestrahlte Leistung P er-
radp
halten wir im Falle des hier betrachteten optisch dünnen Bogens durch





CR A. p:) - 2rTR SacSoCs p S«1« (5.2.2.4)
Diese oben angeführten Größen bestimmen zusammen mit der Feldstärke
(5. 2. 1. 7) makroskopisch das elektrische und Strahlungsverhalten
des besprochenen Bogentyps.
Bevor wir nun auf die Parameterabhängigkeit eingehen, wollen
wir noch kurz skizzieren, wie die Wärme StrompotentialVerteilung
erhalten werden kann, wenn anstatt dem Achsenwert S
A
der Gesamt-
strom I vorgegeben ist. Dazu setzen wir die aus Gleichung (5. 2. 2. 1)
eliminierte Feldstärke in Gleichung (5. 2. 1. 7) ein. Aus dieser Be-
ziehung kann man explizit S als Funktion vom Strom und den Material-
A
funktionen angeben. Setzt man diesen Ausdruck in Gleichung (5. 2. 1. 8)
ein, so erhält man folgende Integralgleichung, die durch entsprechende
Methoden, die in Gleichung (5. 2. 1.8) angewandt wurden, gelöst werden
kann.
SrtvSw»-i. J 5-2 - R ( Suußnid."-«»i5 Sü-uciü) .
C S i ui») 3 "
(5.2.2.5)
Nach dieser kurzen Zwischenbemerkung wollen wir zur Diskussion der
Parameterabhängigkeit übergehen.
Wie wir in (5. 2, 1) gesehen haben, ist das Warmestrompotential
für kleine Radien, wo der Abstrahlungsterm zu vernachlässigen ist, nicht
explizit von R abhängig (siehe (5. 2. 1. 10)). In diesem Parameterbereich
- s> -






Abhängigkeit der integralen Bogengrößen und der Feldstärke vom
Radius angeben. Man erhält aus den Gleichungen (5. 2. 1. 7), (5. 2. 2. 1),
(5. 2. 2. 2), (5. 2. 2. 3) und (5. 2. 7. 4) folgende Ausdrücke
I CO - * L»' 1«1-3 C-f pTV'2] R (5. 2. 2. 7)
& Ot = Rl[ifr |Q;%<i£f~ (5.2.2.8)
P
.l,ClO- SSgct? >. const. (5.2.2.9)
ci?) = Un-1 sl ~ R3- . (5. 2. 2. 10)
Für die Charakteristik ergibt sich aus Gleichung (5. 2. 2. 6) und (5. 2. 2. 7)




Dieses angegebene Verhalten der einzelnen Größen erkennt man eben-
falls aus den numerisch berechneten Größen in den Abb. 15, 16, 17
und 18. Aus den Charakteristiken (Abb. 15 und 16) kann man ebenfalls
als Funktion vom Leitwert ablesen, wenn man auf ein um 45° ge-
drehtes und um zusammengestauchtes Koordinatensystem übergeht,
wie es in diesen Abbildungen eingezeichnet ist [383 .
Wie wir sehen, wächst der Strom für kleine R (R< R0 )
proportional zu R, während die Feldstärke umgekehrt proportional
zu R abnimmt. Die beiden Größen ändern sich also so, daß die pro
Längeneinheit geführte elektrische Leistung in erster Näherung kon-




bleibt ebenfalls konstant, während die abgestrahlte Leistung mit dem
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Abb. 15 Die Charakteristik eines Argonbogens be» Atmosphäre!
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Abb. 17 Die Gesamtabstrahlung als Funktion der elektrisch
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Abb. 18 Die Gesamtabstrahlung als Funktion der elektrisch
zugefahrten Leistung eines Stickstoffbogens
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Anders wird das Verhalten, wenn wir große Radien
betrachten Rv> R . Da die S -Verteilung dabei immer mehr gegen
S Ct i - S. strebt (siehe (5. 2. 1. 11)), können wir auch in diesem
o A





0W ~ * ü-CW/iCW' = const. (5.2.2
.13)
X CR » atläUik) R* (5.2.2.14)
G cm ä rrscsO R1 (5.2.2.13)
T w« r ücsAR1 (5.2.2.16)
T,a<l CR l « TT 5. CS.'i ß1. (5. 2. 2. 17)
Die an die Wand abgeführte Wärmemenge nimmt dabei mit wachsendem
Radius im allgemeinen zu.
Wie wir in (5. 2. 1) betont haben, sind diese Ergebnisse natürlich nur
qualitativer Natur, da sehr große Radien den angegebenen Voraus-
setzungen widersprechen.
Die Abhängigkeit der Charakteristik von SA bzw. bei
konstantem Radius und konstanter Wandtemperatur ist analytisch
schwieriger zu fassen. Sie läßt sich angeben, wenn die Bedingung
(4. 2. 13) erfüllt und der Abstrahlungsterm klein ist. In diesem Fall
ergibt sich mit der Beziehung (5. 2. 1. 12) folgende Abhängigkeit der




( ~ S*? (5.2.2. 18)
X Sa - (5.2.2.19)
G (LSA ~ S * (5. 2. 2. 20)
"PclpA,>~ 5a ' (5.2.2.21)
Für die Charakteristik ergibt sich aus (5. 2. Z. 18) und (5. 2. 2. 19)
durch Elimination von S.
A
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Diese Form der Charakteristik hat sich bisher als empirischen Ansatz
L13] bewährt. Er findet auf diese Weise seine theoretische Deutung.
Setzen wir die Werte von Argon bzw. Stickstoff (siehe (4. 2. 13)) ein
,
so ergibt sich die Darstellung
fc0~I biw.£0~J
i (5.2.2.23)
die auch numerisch für kleine Achsentemperaturen erhalten wird.
Wie wir sehen, ist die Charakteristik am Anfang immer fallend
,
wenn
e mit einer Potenz von S größer als eins anwächst. Dabei kann der
Exponent von I in Gleichung (5. 2. 2. 22) nur zwischen null und minus
eins liegen,
Für große S-Werte steigt die'elektrische Leitfähigkeit sowohl
von Argön als auch von Stickstoff mit einer Potenz von n = 3/7 an
(siehe (4. 2)). Dies hat zur Folge, daß die Charakteristik von beiden
Gasen für große S sich in erster Näherung in der Form
n X
. (5. 2. 2. 24)
darstellt. Zu vermuten ist, daß dieser Effekt sich dadurch einstellt
,
daß bei den obigen Temperaturen die Gase in vollständig ionisierter
Form vorliegen, d.h. praktisch alle Neutralteilchen sind einmal
ionisiert worden. Wir können also erwarten
,
daß wir die Gase bei
diesen Temperaturen in erster Näherung als Lorentzgas behandeln
können. In der Tat liefern die Gleichungen (4. 2. 4), (4. 2. 10) und
(4. 2. 14), daß bei einem Lorentzgas die elektrische Leitfähigkeit genau
wie es dem experimentellen Befund entsprich mit einer Potenz
n = 3/7 des Wärmestrompotentials ansteigt.
Ein interessanter Effekt tritt bei Argon für große Achsen-
temperaturen und große Radien auf. Das Absinken der spezifischen
Abstrahlung (siehe Abb. 4) für S-Werte oberhalb von S = 300 W cm"
bewirkt ein Kleinerwerden der Feldstärke
.
Dies liefert also wieder
einen fallenden Teil der Charakteristik
.
Diese Tatsache ist bisher
unseres Wissens nach noch nicht beobachtet worden
. Für Stickstoff
,




Temperaturen und größeren Radien ein entsprechender Effekt auf-
treten.
Aus den Gleichungen (5. 2. 2. 20) und (5. 2. 2. 21) erhalten





GOa lCS/O . (5.2.2.25)
Wenn wir den Leitwert mit der Leitfähigkeit und das Wärmestrom-
potential mit der pro Längeneinheit zugeführten elektrischen Leistung
identifizieren, zeigen die beiden Funktionen unter den obigen Annahmen
die gleiche Abhängigkeit. In einer Näherung ergab sich dieser Sach-
verhalt schon aus dem Besselmodell [391 .
Uber die Abhängigkeit der Charakteristik von der Wand-
temperatur gilt das schon in (5. 2. 1) Gesagte. Bei Argon und kleinen
Achsentemperaturen ist der Einfluß größer als bei Stickstoff und
hohen Achsentemperaturen, wie es auch die numerischen Ergebnisse
zeigen (siehe Abb. 15 und 17).
5
. 2. 3. Das Eigenmagnetfeld und die Pinchwirkung
In den vorliegenden Abschnitten haben wir vorausgesetzt,
daß der Druck im Bogen in erster Näherung konstant ist. Dabei
wurde die durch das Eigenmagnetfeld auf Grund der magnetischen
Kompression erzeugte Druckerhöhung ( -Finch) in der Achse
vernachlässigt.
Um diesen Einfluß abzuschätzen, wollen wir zuerst einmal
die Eigenschaften des Eigenmagnetfeldes betrachten. Durch Integra-
tion des Durchflutungsgesetzes (5. 1.4) unter Beachtung von (5. 1. 7)
und der Endlichkeitsbedingung (5. 1. 8) erhalten wir für das Eigen-






Abb. 19 Die Verteilung der mag
netischen Feldstärke im Argon
























Abb. 20 Die Verteilung der
magnetischen Feldstärke im




















Abb. 21 Die Verteilung der magnetiychen Feldstärke im Stick-
atoffbogen (T = 13 000OK, T
w
= 500OK)
Die aus dieser Formel berechneten Werte des Magnetfeldes sind für
Argon in Abb. 19 und für Stickstoff in Abb. 20 für verschiedene
Achsentemperaturen aufgezeichnet. In Abb. 21 wird das Magnetfeld
von Stickstoff bei verschiedenen Radien betrachtet. Wie zu erwarten,
nimmt das Magnetfeld höhere Werte an als bei einem Draht mit kon-
stanter elektrischer Leitfähigkeit. Diese Überhöhung ist bei Stickstoff-
bögen am größten (Faktor 2). Sie ist darauf zurückzufuhren, daß sich
der Strom im wesentlichen auf achsennahe Bereiche beschränkt. Da-
durch wird auch das Maximum des Magnetfeldes schon im Bogen-
innern angenommen.
Auf Grund der Kernbildung ist dieser Effekt beim Stick-
stoffbogen stärker ausgeprägt als beim Argonbogen, der bezüglich des
Magnetfeldes nicht allzusehr vom Verhalten eines stromdurchflossenen
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Drahtes abweicht. Aus der Lage des Maximums läßt sich auch einfach
ein effektiver Kerndurchmesser des Lichtbogens angeben (siehe auch [99).
Bei Kenntnis des Eigenmagnetfeldes sind wir in der Lage,
die durch die Lorentzkräfte bewirkte Druckerhöhung in der Achse
zu bestimmen. Durch Integration von Gleichung (5. 1.2) erhalten
wir unter Beachtung der Randbedingung (5. 1. i:-) folgendes Ergebnis
Diese Druckerhohungen sind in den Abb. ZZ und 23 für Argon und
Stickstoff £ar , erschiedene Achsentemperaturen dargestellt. Abb. 24
zeirit diese Grölie für verschiedene Radien für Sticr.stoff. Wie zu
erwarten, steigt die Druckerhühun mit wachsender Achsentemperatur
und steigendem Radius an. Maximal erreicht sie aber in dem be-
trachteten Parameterbereich nur einige i romille des Druckes




Abb. 22 Die Druckerhöhung
in der Säule eines Argonbo

















Abb. 23 Die Druckerhöhung in
der Säule eines Stickstoffbogens
(R = 0, 25 cm, T 500 K)W
1>S00»K
».2cm
Abb. 24 Die Druckerhöhung in der
Säule eines Stickstoffbog ens (T
500° K)13 000 K, T
W
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in den betrachteten Lichtbögen ist also praktisch gleich dem Außen-
druck.
Mit dieser Näherung erhalten wir schließlich die Dichte -
Verteilung im Bogen aus der Zustandsgieichung (5. 1. 1) zu
iöü <5-2-3-3>
Die Dichte nimmt also im wesentlichen umgekehrt proportional zur
Temperatur im Bogen ab. In der Nähe der Wand ergibt sich aus
diesem Grunde ein sehr starker Dichteanstieg. Jedoch gilt auch
hier wieder, was in (5. 2. l) gesagt wurde.
6
.
DER WANDSTABILISIERTE ZYLINDERSYMMETRISCHE LICHT-
BOGEN MIT HAGEN- POISEUILLE STRCMUNG
Nachdem wir die thermischen und elektrischen Eigenschaften
eines wandstabilisierten zylindersymmetrischen Lichtbogens ohne
Konvektion untersucht haben, wollen wir nun in diesem Bogen eine
Geschwindigkeit in Achsenrichtung zulassen. Wir setzen dabei voraus,
daß sich eine Unterschallströmung ausbildet, die in unseren Parameter-
bereichen laminar ist. Diese Voraussetzung ist bei quasiisothermen,
gasdynamischen Strömungen mit der Größe der kritischen Reynoldzahl
verknüpft. Wie die entsprechenden Bedingungen für ein Plasma heißen
müssen, oder ob überhaupt im allgemeinen Fall laminare Strömungen
im Plasma existieren können, muß einer eingehenden heoretischen
Untersuchung vorbehalten werden. Dazu müssen geeignete Experimente
unternommen und zuverlässige Meßmethoden gefunden werden, die
im Augenblick noch nicht vorliegen. Wir werden eine laminare Strö-
mung annehmen und im Rahmen dieses Kapitels einige experimentelle
Tatsachen angeben, die diese Voraussetzung stützen.
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6
. i. Die Grundgleichungen und ihre Lösung
Da wir voraussetzen, daß der Bogen von zylindersymmetri-
scher Form ist, dürfen alle Größen nur von einer Koordinate in
Radiusrichtung abhängen. Ausnahmen von dieser Voraussetzung müssen
abe? beim Druck und beim elektrischen Potential zugelassen werden.
Damit sich eine Strömung in Achsenrichtung ausbilden kann, muß
ein konstanter Druckgradient a entgegen der Achsenrichtung angenom-
men werden. Ebenfalls muß das elektrische Potential in Achsenrichtung
sich ändern, damit ein elektrischer Strom fließen kann. Alle Ströme
in radialer Richtung müssen verschwinden. Mit diesen Voraussetzungen
nehmen die Grundgleichungen folgende Form an. Dabei wurde die
Koordinate in Achsenrichtung auf den Radius normiert J - Z / R ,
PCM -aRJ + p p, (6.1.1)




Massenerhaltung iLg w O (6.1.3)
Navier-Stokessche Gl. O - - §E - fi UtL H? (6.1.4)
Energiebilanz qmwR C n, t p/S Vw §|4 ?)t|C + (6. 1. 5)
DurchOutungsgesetzi sH R + - 0.) -tjUL ( (6.1.6)
Induktionsgesetz ?|i = 0 f = -10 R + (6.1.7)
Foissongleichung <2,L= iAgEvr (6.1.8)
Ohmsches Gesetz O - Ev - >ieL W H<j / %Eo . (6.1.9)
Neben den Randbedingungen, die im letzten Kapitel angegeben wurden,
muß die radiale Feldstärke hier aus Endlichkeitsgründen in der
Achse verschwinden, ebenso die Ableitung der Geschwindigkeit in
radialer Richtung
£v <>-)= WCOl - O . (6. 1. 10)
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Da die Bogenwand ruht, muß die Flüssigkeit auf Grund der Reibungs-
kräfte dort ebenfalls in Ruhe sein.
W( = o (6.1.11)
Wie wir aus diesen Bedingungen und Grundgleichungen sehen, ist
eine exakte zylindersymmetrische Lösung dieses Problems, wegen
der Kompressibilität des Gases und des Druckgradienten in Achsen-
richtung nicht ohne Näherungsannahmen möglich. "Um den Einfluß
der Kompressibilität herabzusetzen, müssen wir annehmen, daß
der Druckabfall über die betrachtete Rohrlänge L klein ist gegen
den mittleren Druck, wie es bei den meisten untersuchten Anordnungen
der Fall ist, d.h.
al./p0« 4 .10 (6.1.12)
Unter diesen Bedingungen brauchen wir die \ -Abhängigkeit vom Druck
in der Zustandsgieichung nicht zu beachten. Konsequenter Weise können
wir dann auch voraussetzen, daß die Materialfunktionen in Achsen-
richtung konstant sind. In diesem Fall reduziert sich die Energiebilanz
bis auf das Reibungsglied U. (3w/3§ auf die Form, die auch für den Bogen
ohne Strömung gültig ist (siehe (5. 1. 3)). Um den Einfluß der durch
Reibung in Wärme umgewandelten kinetischen Energie des Gases auf
die Temperaturverteilung und die konstante Feldstärke in Achsenrichtung
zu untersuchen, können wir die gleiche Methode wie in (5. 2. 1) an-
wenden. Dabei wird wieder wegen ihrer Kleinheit (siehe (5. 2. 3)) die
Druckerhöhung in der Bogenachse durch den magnetischen Druck
vernachlässigt. Zu der Integralgleichung (5. 2. 1. 8) bzw. zum Aus-
druck für die Feldstärke (5. 2. 1. 7) kommen dann noch einige Terme
hinzu. Wir erhalten
«» J S«cs«»>.J «i»t<»» (6.1.13)
5a-Sw + R SCac l- a -it- q LcLo
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Der Einfluß der Zusatzterme wird klein sein, wenn folgende Ungleichung
erfüllt ist
MS» o aCScui") (6.1.15)
Neben dieser Ungleichung soll noch die Forderung erfüllt sein, daß
die Geschwindigkeit sehr viel kleiner als die Schallgeschwindigkeit
ist. Diese Bedingung liefert nach (6. 2), wenn wir eine konstante
Zähigkeit ansetzen
WomiÄr C»oV>->- . (6- 1- 16)
Berücksichtigen wir diese Bedingung in (6. 1. 15), so ergibt sich
» .««c/I./Sa «-1 (6.1.17)
Setzen wir hier für Argon urd Stickstoff einige Extremwerte unseres
-1 4 -1
Parameterbereiches ein (Argon: W = 10 tt>
.
v,ta
,5*2 . 10 cm sec
£82], M.i 3 . 10"3 gr cm 1 sec~\ SA £ 2 W cm"1; l S 1 =
6 . lÖ2** 1 ;
Stickstoff: W
omM





> 50 W cm" W* wax p.n '1 = 4. 10"3« 1;
siehe a ch [21]), so sehen wir, daß wir den Einfluß dieser Terme auf
die Temperaturverteilung und die bestimmenden lektrischen Eigen-
schaften des Bogens unter den obigen Bedingungen vernachlässigen kön-
nen. Der Bogen verhält sich also in dieser Beziehung wie ein entspre-
chender Bogen ohne Konvektion. Damit entsprechen auch die radiale
Druckverteilung, die Dichte im Bogen und das Magnetfeld dem schon be-
handelten Fall. Anders verhält es sich mit einigen anderen Größen, die




2. Die Geschwindiekeitsverteilung und abgeleitete Größen
Wie wir im letzten Abschnitt sahen, hat die Strömung praktisch
keinen Einfluß auf die Temperaturverteilung und das elektrische Ver-
halten des Bogens. Damit ist ein zusätzlich eingeführter Parameter -
nämlich der Druckgradient - nur für die von der Geschwindigkeit ab-
geleiteten Größen von Interesse. Die Abhängigkeit der Größen von den
anderen Parametern kann aus (5. 2) übernommen werden.
Für die Geschwindigkeitsverteilung ergibt sich durch zwei-
malige Integration der Gleichung (5. 1. 6) unter Beachtung der beiden
Randbedingungen (6. 1. 10) und (6. 1. 11) die Gleichung
Ä*.**0 . (6.2.1)
Daraus können mit Hilfe der S-Verteüung und der Dichte der Massen-




Ebenfalls ist in diesem Zusammenhang der gesamte Enthalpiefluß und
die mittlere Enthalpie der Strömung von Interesse. Wir erhalten ent-
sprechend wie oben folgende Beziehungen
61,
,









Bei konstanter Zähigkeit erhalten wir für die Geschwindigkeit das
Parabelprofil der isothermen Hagen-Poiseuille Strömung. Da in
unserem Falle die Zähigkeit sich sehr stark mit der Temperatur
ändert (siehe (4. 3)), wird das Geschwindigkeitsprofil entsprechend
modifiziert. In den Abb. 25 und 26 sind die Geschwindigkeitsprofile
für Argon und Stickstoff in Abhängigkeit von der Achsentemperatur
aufgezeichnet. Da das Maximum der Zähigkeit von Argon bei höheren
Temperaturen liegt als bei Stickstoff, nimmt die Geschwindigkeit mit
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wachsender Achsentemperatur zuerst bei beiden Gasen ab, wobei
der Einfluß bei Argon bedeutend stärker ist. Mit steigenden Achsen-
temperaturen bildet sich in der Mitte in immer stärkerem Maße ein
zusätzlicher Geschwindigkeitsberg aust der mit der Kernbildung der
Temperatur im Stickstoffbogen zu vergleichen ist. Die Geschwindigkeit
nimmt also von der Mitte des Bogens ab sehr stark zu. Dieser Effekt
ist durch die starke Abnahme der Zähigkeit oberhalb des Extremwertes
zu erklären. Nachher muß natürlich der Geschwindigkeitsberg wieder














Abb. 25 Die Geschwindigkeitsverteilung im Argonbogen








Abb. 26 Die Geschwindigkeits
Verteilung im Stickstoffbogen
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Abb. 27 Die Geschwindigkeits
rteilung im Argonbog en









Wl25cm Abb. 28 Die Geschwindigkeits
Verteilung im Stickstoffbogen






Kr kleine Radien wächst das Geschwindigkeitsprofil proportional zum
Ouadrat des Radius, da hier die S-Verteilung sich ähnlich bleibt,
während für große Radien die Geschwindigkeit stärker oder schwächer
anwächst, je nach dem die Achsentemperatur oberhalb oder unterhalb
der Temperatur des Zähigkeitsmaximums liegt. Dieses Verhalten ist
aus den Abb. 27 und 28 zu ersehen.
In den Abb. 29 und 30 ist die mittlere Geschwindigkeit über
dem mittleren Massendurchfluß aufgezeichnet. Wenn man die Größen
entsprechend aufträgt, so liegen praktisch alle Punkte für verschiedene
Radien und Achsentemperaturen auf einer Kurve. Ändert man die
Wandtemperatur, so verschiebt sich die Kurve nur etwas nach links


















Abb. 30 Die mittlere Geschwindigkeit als Funktion des gesamten
Massendurchflusses im Stickstoffbogen
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Bei der Variation der Achsentemperaturen können wir bei beiden
Kurven zwei Bereiche unterscheiden, die im doppelt logarithmischen





Mit wachsender Achsentemperatur werden zuerst die mittlere Ge-
schwindigkeit und der Mass ndurch/luß kleiner, da die Dichte stark
ab- und die Zähigkeit zunimmt. Für größere Achsentemperaturen
ändert sich die Dichte nur wenig. Dagegen nimmt die Zähigkeit stark
ab. Dadurch steigen beiden Größen wieder schnell an. Eine Ver-
größerung des Radius bewirkt lediglich eine Streckung der Kurve
in sich. Zu jeder Durchflußmenge gehören zwei verschiedene mittlere
Geschwindigkeiten mit zwei Achsentemperaturen.
Um eine Stütze für die l_,aminarität der Strömung anzugeben,
betrachten wir die Abhängigkeit des Massendurchflusses vom Druck-
gradienten im Rohr bei konstanter Achsen- und Wandtemperatur und
Radius. Für laminare Strömungen muß nach (6. 2. 2) in erster Näherung
eine I roportionalität zwischen diesen Größen bestehen. Für isotherme(
turbulente Strömungen wird dagegen diese Beziehung durch ein Potenz-
gesetz beschrieben. Nach [56] gilt für Reynoldsche Zahlen Re< 10 auf
Grund des Blasiusschen Gesetzes, daß der Druckabfall proportional zu
(4m ist. Wir werden also sagen können, daß die Strömung laminar
ist, wenn, wie oben angegeben, 1 roportionalität zwischen a und Qm
besteht. In Abb. 31 ist nach £183 für einen Argonbogen die experimentell
bestimmte Durchflußmenge über dem Druckgradiunttm aufgetragen.
Für Druckgradienten größer als 0,007 cm Hg/cm ist eine strenge











Abb. 31 Der Massendurchfluß als Funktion des Druckgradienten




15 atm, I = 150 A, R = 0, 525 c
Strömung annehmen können. Für kleinere Durchflußmengen ist der
Druckgradient im Rohr nicht mehr konstant. Wie dieser Effekt zu-
stande kommt, konnte in [18] nicht angegeben werden.
In Abb. 32 sind der mittlere EnthalpiefHili und die mittlere
Enthalpie von Stickstoff über der mittleren Durchflußmenge aufgetragen.
Indem man wieder wie oben einen geeigneten Maßstab bei der Auf-
tragung wählt, erreicht man, daß praktisch alle Punkte für verschiedene
Achsentemperaturen und Radien auf einer Kurve liegen. Nur bei
hohen Achsentemperaturen werden die Abweichungen größer. Der
Einfluß der Wandtemperatur ist dagegen relativ stark. Sie bewirkt













Abb. 32 Der gesamte Enthalpiefluß und die mittlere transportierte
Enthalpie als Funktion des gesamten Massenflusses im
Stickstoffbogen
Erhöhung der abhängigen Werte.
Nachdem wir nun die Abhängigkeiten der wichtigsten makros-
kopischen Größen von den Parametern untersucht haben, wollen wir
noch auf einige elektrische Größen eingehen, die durch die Strömung
im Rohr entstehen müssen. Da der Radialstrom verschwinden soll,
muß sich in radialer Richtung ein elektrisches Feld aufbauen, welches
die entstehende Induktionsspannung kompensiert. Aus dem Ohmschen
Gesetz (6. 1. 9) erhalten wir für diese Feldstärke den Ausdruck
E»W«AI«iW.H,.= /U1l 7 tlAidu ScKscoOoAo. (6.2.6)
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Daraus ergibt sich für das zugehörige Potential aus (6. 1. 7) folgende
Beziehung, wobei eine beliebig wählbare Konstante bedeutet.
\ *
(6. 2. 7)
Dieses Potential kann nur über eine Raumladung aufgebaut werden.
Aus der Poissongleichung (6. 1. 8) ergibt sich hierfür der Wert
Um eine Vorstellung von der Größe dieser Werte zu erhalten, sind
in den Abb. 33, 34, 35, 36, 37, 38 diese Funktionen für Argon und
Stickstoff in Abhängigkeit von der Achsentemperatur angegeben. Die
Abb. 39, 40, 41 zeigen die gleichen Größen als Funktion des Radius





Abb. 33 Die Radialkomponcnte der Feldstärke im Argonbogen
(R = 0. 25 cm, T = 500oK)
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Abb. 34 Die Radialkomponente
der Feldstärke im Stickstoff
I 500 Kbogen (R = 0, 25 cm, T T.i.HOOO KW 5
,
0
Abb. 36 Die radiale Potential
Verteilung im Stickstoffbogen
















Abb. 35 Die radiale Potential-
















Abb. 37 Die elektrische jLadungs-







Abb. 38 Die elektrische Ladungs Abb. 40 Die radiale Potentialdichteverteilung im Stickstoffbogen Verteilung im Stickstoffbogen500 K)(R = 0. 25 cm. T R=1cin T 13 000 K
,
T 500 K)W

























Abb. 39 Die Radialkomponente
R.lcmder elektrischen Feldstärke im









JLadungsdichten aus, um eine Gegenkraft gegen die Lorentzkräfte auf-
zubringen. Wir brauchen also keine Störung unserer Voraussetzung
der Quasineutralität zu befürchten. Die maximal in unserem Parameter-
-14
bereich auftretende Ladungsdichte ergibt sich zu ungefähr 10
Coul/cm . Der daraus resultierende Elektronen- bzw. lonenüberschuß
von 10 Teilchen pro cm ist klein gegen die gesamte Elektronen-
bzw. lonendichte n
e
« 1017 cm 3 (T SS 10 000OK), wenn man von sehr
nahen Wandgebieten wieder absieht.
7
.
DIE EIN- UND AUSLAUFSTRCMUNG IN EINEM WANDSTABILISIER-
TEN ROTATIONSSYMMETRISCHEN BOGEN
Nachdem wir nun praktisch als Vorstufe die vollausgebildete
Poiseuille Strömung untersucht und ihre elektrischen.thermischen
und dynamischen Eigenschaften abgeleitet haben, wollen wir jetzt das
Gebiet des Bogens betrachten, wo sich diese Strömungsform aus dem
vorgegebenen Geschwindigkeitsprofil aufbaut. Ein ganz analoges Problem
liegt auch im Ausströmbereich des Bogengases vor. Während im voll-
ausgebildeten Bereich des Bogens praktisch kein Einfluß der dynami-
schen Größen auf das thermische und elektrische Verhalten zu ver-
zeichnen ist, wird im Ein- bzw. Auslaufgebiet eine merkbare Wechsel-
wirkung zwischen diesen Größen auftreten, da in diesen Bereichen eine
starke Enthalpieproduktion auftritt. Die Effekte, die in diesem Zusam-
menhang auftreten, sind auch z. B. für den Bau von Heißgaserzeugern
(arc heaters) oder zur Simulierung von Wiedereintauchproblemen von
Satelliten in die Atmosphäre von Planeten (Re-Entry) von großem
praktischen Interesse [14, 32, 87].
Um die zahlreichen zum Teil recht komplizierten Geome-
trien für die Berechnung zu vereinfachen, betrachten wir bei unseren
Überlegungen ein halbunendlich langeSjZylindersymmetrisches Rohr,





Abb. 42 Ubersicht über die behandelte Bogengeometrie
Das Arbeitsgas strömt am Rohranfang in den Lichtbogen ein
.
und
wird hier über eine gewisse Länge L hin aufgeheizt
,
die ein Maß
für die Einlaufstrecke darstellt. Hinter dieser Einlaufstrecke hat
sich eine Poiseuille Strömung ausgebildet, die im letzten Kapitel
behandelt wurde.
Da unsere Grundgleichungen für elektrodennahe Gebiete
keine Gültigkeit besitzen, wollen wir den Bereich in nächster Nähe
der Kathode aus unserer Betrachtung ausschließen. Das Entladungs-
rohr selbst soll durch Kühlung auf konstanter Wandtemperatur ge-
halten werden. Damit sich die Poiseuille Strömung tatsächlich aus-
bilden kann, denken wir uns die Anode sehr weit von der Kathode
entfernt. Dabei soll die Länge aber anderseits noch so klein sein
,
daß der Druckabfall im Rohr noch klein ist gegen den mittleren Druck
im Rohr, da nur dann die Kompressibilität und die Druckabhängigkeit
der Materialfunktion des Plasmas nicht berücksichtigt zu werden
brauchen.Weiter nehmen wir an
,
daß sich eine laminare, stationäre
Strömung ausbildet
, wie es auch auf Grund von Experimenten in ge-
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wissen Parameterbereichen gefordert werden muß.
Diese Voraussetzungen genügen, wie wir im folgenden sehen
werden, um das Verhalten des Bogens anzugeben.
7
.
1. Die Grundgleichungen und ihre Randbedingungen
Im Falle der hier betrachteten Einlaufströmung in einem
rotationssymmetrischen wandstabilisierten Bogen muß, da der Bogen
stationär brennen soll,und alle Größen wegen der Symmetrie von der
<f -Koordinate nicht abhängen, der vollständige Satz der Grundgleichung
(siehe (3)) in Verbindung mit den Randbedingungen gelöst werden. Dabei
besteht eine starke Kopplung zwischen den thermischen, elektrischen
und dynamischen Größen, die die Berechnung natürlich stark ver-
kompliziert. Die Nichtlinearität der Gleichungen bedingt weitere
Schwierigkeiten, da eine Überlagerung von Lösungen im allgemeinen
entfällt. Weiter ist die Vorgabe geeigneter Anfangsbedingungen am
Rohranfang problematisch, da hier eigentlich der äußere Kreis mit
berücksichtigt werden müßte.
Um trotz der angegebenen Schwierigkeiten eine Lösung
des Problems zu erhalten, müssen gewisse Vereinfachungen vorge-
nommen werden. Dabei wächst natürlich mit dem Grade der Verein-
fachung die Ungenauigkeit der Lösung.
Andererseits gelingt es aber, analytische Lösungen zu fin-
den, die eine Diskussion der Eigenschaften im allgemeinen wesentlich
erleichtern. In den nächsten Abschnitten sollen eine Reihe von solchen
Verfahrep erläutert werden.
Vorher wollen wir aber noch einige Variable durch geeignete
Voraussetzungen eliminieren. Wie wir in (3. 5) gesehen haben, muß
bei unserer vorgegebenen Geometrie die elektrische Feldstärke in
<f -Richtung verschwinden. Wenn wir außerdem keine äußeren Magnet-
felder und keinen Strom in -Richtung zulassen, verschwindet das
Magnetfeld in z und r-Richtung identisch.
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Durch diesen Schritt haben wir die Zahl der Gleichungen
und der Variablen auf insgesamt zwölf reduziert. Die unbekannten
Größen p
,%m , T, u, v, w, . j, . , E» , Et sind aus
diesen Gleichungen als Funktion von und J zu berechnen.
Eine weitere Schwierigkeit beruht auf der Tatsache, daß
die Materialfunktionen sowohl vom Druck als auch von der Temperatur
abhängen. Den Druck im Bogen können wir uns entsprechend zu
(6. 1. 1) wie folgt zusammengesetzt denken.
pC3) s-aR| + p0+ F» + p Sl (71'1)
Die einzelnen Anteile - konstanter Druckgradient in Achsenrichtung,
mittlerer Druck im Rohr,. Druckerhöhung durch magnetische Kompression
in der ausgebildeten Strömung und Stördruck im Einlaufgebiet - setzen
sich additiv zum Gesamtdruck zusammen. Wenn wir voraussetzen
,
daß
die verschiedenen Anteile klein sind gegen den mittleren Druck p
(siehe (5. 2. 3. 2) und (6. 1. 12)), so können wir die Druckabhängigkeit
der Materialfunktionen vernachlässigen. Der Druck p ist also nur als
Parameter der Materialfunktionen anzusehen
. Mit dieser Voraussetzung
ist es jetzt möglich, anstelle der Temperatur das Wärme Strompotential
als neue abhängige Veränderliche einzuführen. Damit kann ein nicht-
linearer Term in der Energiebilanz eliminiert werden. Aus ähnlichen
Überlegungen wie in (6. 1. ) kann man weiter schließen
,
daß die Dis-
sipation von kinetischer in Wärmeenergie und die Arbeit, die vom Druck
durch die Bewegung des Plasmas aufgebracht wird, klein sind gegen




. 2. Verschiedene Lösungsmethoden fflr die thermischen und elektri-
schen Größen
Zur Berechnung der elektrischen und thermischen Größen
im Einströmgebiet stehen unter den obigen Bedingungen folgende
Gleichungen zur Verfügung (siehe (3))
3- ||*w||> fsS||+ +|l( + -äR (7.2.1,
(7.2.4)
Wenn in diesen Beziehungen die Geschwindigkeits- und Dichteverteilung
bekannt sind, dann lassen sich h ieraus die Temperaturverteilung und
die elektrischen Größen bestimmen. Im allgemeinen sind natürlich
die Geschwindigkeiten und die Dichte über die restlichen Gleichungen
wieder mit den thermischen und elektrischen Größen verknüpft.
Unter speziellen Annahmen fällt aber diese Kopplung heraus, so daß
die Bestimmung dieser Größen getrennt von der Bestimmung der dy-
namischen Größen durchgeführt werden kann. Diese Entkopplung kann
mit Hilfe von verschiedenen Näherungsannahmen ausgeführt werden,
die im folgenden besp rochen werden sollen.
7. 2
. 1. Eine Näherungslösung für große Durchflußmengen mit Hilfe
des Besselmodells
Im folgenden soll eine Methode angegeben werden, die
thermischen und elektrischen Eigenschaften des betrachteten Bogen-
bereiches unter sehr starken Näherungsannahmen in analytischer
Form anzugeben. Diese Methode wurde im wesentlichen von St ine
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und Watson angegeben 171, 80, 611 und beruht auf einer Anwendung
des Besselmodells (siehe (5. 1)).
Dazu wird der Bogen in zwei konzentrierte Zylinder aufge-
teilt, wobei der innere Zylinder den Radius bzw Sf besitzt. Es
wird angenommen, daß nur das Plasma im inneren Zylinder eine elektri-




ACVV» 0*4*4* * (7.2.1.1)
Die Konstanten A und Sj sind dabei aus der Darstellung vonef(S)
(siehe Abb. 4 und 5) auf geeignete Weise zu entnehmen. Es kann also
nur im inneren Zylinder ein Strom fließen. Der Abstrahlungsterm wird
vernachlässigt, was nach (5. 2. 2) nur für kleine Radien zulässig ist. Die
auf Grund der Bewegung induzierte Feldstärke wird gegen die von außen
angelegte Feldstärke vernachlässigt, was beim Fehlen von äußeren
Magnetfeldern zulässig ist (siehe (7. 2)). Zur Vereinfachung der Rechnung
wird angenommen, daß das elektrische Potential auf Ebenen senkrecht
zur Achse konstant ist. Es sollen also keine Ströme in $ -Richtung
fließen. Diese Bedingung wird um so besser erfüllt sein, je größer die
Durchflußmenge ist, wie wir noch in (7. 2. 2) und (8. 2) sehen werden.
Unter diesen Voraussetzungen wird ebenfalls die 3 -Komponente der
Geschwindigkeit klein sein gegen die axiale Geschwindigkeit. Für die
Größe <&mw in der Energiebilanz wird gemäß der Beziehung (6. 2. 2)
der mittlere Massendurchfluß eingeführt
ä W--Sa-. (7.2.1.2)
Weiter wird das Verhältnis der spezifischen Wärme bei konstantem Druck
zur Wärmeleitfähigkeit als konstant betrachtet. Diese Konstante ist aus
Abb. 3 auf geeignete Weise zu entnehmen. Die Wärmeleitung in Achsen-
richtung soll gegen die Radialkomponente vernachlässigt werden.
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Alle obigen Näherungsannahmen ermöglichen es jetzt eine
anal/tische Lösung für die thermischen und elektrischen Größen anzu-
geben. Dazu betrachten wir die reduzierte Energiebilanz (7. 2. 1) und
die Stromtransportgleichung (5. 2. 2. 1) in Verbindung mit dem Ohmschen
Gesetz (7. 2. 2)
1 (7.2.1.3)
E*-E»CS -t11 - (7.2.1.4)
Die Rand- und Anfangsbedingungen für S lauten im Intervall zwischen O
und $4
CS.oV S CS },CP |> ; ffls;00iS = i' (7- 2. 1. 5)
Führen wir eine neue Variable S* = S - ein und berücksichtigen die
Beziehung für die Feldstärke (7. 2. 1. 4), so erhält die Energiebilanz
folgende Form
3 »S* 3S + V>ß2C|GSds)' (7.2.1.6)




gelöst werden. Mit den Konstanten
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stellen sich die beiden Bestimmungsgleichungen für die unbekannten
Kmktionen R und Z in folgender Form dar, wobei die Größe b aus
den Randbedingungen zu bestimmen ist.
R
"
+|R + bxR«0 (7.2.1.9)
Bz
'
















mit den Integrationskonstanten Cj, C , C . Da die Temperaturver-
teilung endlich bleiben muß, muß wegen der Singularität der
Neumannschen Funktion nullter Ordnung N im Nullpunkt verschwin-
den. Die spezielle Lösung hat also jetzt die Form
S
'CS, c4ffi VCb3l(f -e,e' !) (7.2.1.13)
Beachten wir nun die Randbedingungen (7. 2. 1. 5), so ergibt sich als
endgültige Lösung für die Temperatur im Innern des Leitfähigkeits-
Zylinders
s' (7
. 2. 1. 14)
wobei zwischen dem Strom und S
A folgende Bedingung erfüllt sein
muß
(7. 2. 1. 15)
Pol = 2,405 Q27] bedeutet die erste Nullstelle der Besselfunktlon
nullter Ordnung. Diese Lösung entspricht für große der Lösung des
zylindrischen Bogens nach dem Besselmodell.
- 94 -
Innerhalb des zweiten Zylinders kann mit den Randbedingungen
SCS. 'S, und S.ci.J Sw (7.2.j.i6)
als Lösung nur eine Funktion existieren, die von 3 abhängt und keine
Funktion von | darstellt. Sie ergibt sich aus (7. 2. 1. 3) zu
SC», * CVSw1)
i
+ Sv, S-.*3«-t (7.2.1.17)
Durch Differenzen von (7. 2. 1. 14) und (7. 2. 1. 16) läßt sich leicht zeigen,








(7. 2. 1. 18)
gewählt wird, nicht stetig ist. Auf Grund dieser Tatsache ist also
eine exakte Lösung für den gesamten Zylinder nicht anzugeben. Die
gemachten Vernachlässigungen sind zu groß, um eine vollständige
Beschreibung zu erzielen. Nur wem die Wandtemperatur gleich S
wäre, ergäbe sich innerhalb der gemachten Vernachlässigungen eine
exakte Lösung.
Dies läßt den Schluß zu, daß eigentlich der Leitfähigkeits-
radius Sj als Funktion von | angenommen werden müßte. Eine Lösung
für diesen Fall konnte jedoch in [80] nicht angegeben werden. Um aber
trotzdem Aussagen machen zu können, beträchten wir nur die Vorgänge
im Leitfähigkeitszylinder und nehmen an, daß dort die oben angegebene
Temperaturverteilung (7. 2. 1. 14) Gültigkeit besitzt.
Unter dieser Annahme ergibt sich für die lokale Feldstärke
in Achsenrichtung aus Gleichung (7. 2. 1.4) und der Bedingung (7. 2. 1. 1)
der Ausdruck
c ftv Tjisx. 1
Die Feldstärke in großer Entfernung vom Rohranfang ist also
- 95 -
oder mit den Gleichungen (7, 2. 1. 15) und (7. 2. 1. 18)
(7.2.1.20)
(7. 2. 1. 21)
Hir die Spannung zwischen zwei Punkten am Rohranfang und im Abstand|
ergibt sich durch Integration von (7. 2. 1. 9) unter Bert ckricbtigung von
(7.2.3)
(7. 2. 1. 22,
= - RE
Der Wärmestrom pro Einheitslänge aus dem inneren Zylinder heraus
ergibt sich aus Gleichung (5. 2. 2. 12) zu
aw . - an-s. |||fMr i<rC -i.) p0< Vcp CH-Q-Ae 'i) . 2. i. 23)
Durch Integration längs der Achse von o bis J erhalten wir die ge-
samten Wärmeverluste aus dem inneren Zylinder auf dieser Länge
zu
F0" >
(7. 2. I. 24)
Für die elektrisch zugeführte Energie pro Einheitslänge verifiziert
man mit Hilfe von (7. 2. 1. 19)
P
.i**n- r' s s-IE - XE O-u-i)e2 B f)A(7.2.1.25)
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Die gesamte auf der Strecke zwischen Null und J zugeführte elektrische
Energie ergibt sich hieraus durch Integration z.'.
(7. 2. 1. 26)
Daraus ergibt sich ein lokaler Wirkungsgrad für die Gasauflieizung von
(7. 2. 1. 27)
Der globale Wirkungsgrad hat entsprechend folgende Form
(7.2. 1.28)
Diese Funktionen sind in den Abbildungen 43 bis 45 dargestellt.
Zu diesem Zweck wurden sämtliche Größen in geeigneter Weise
normiert, rt. wurde in den Abbildungen 43 und 44 als Null, in der
Abbildung 45 als 1/2 angenommen. Als charakteristischen Wert für
die Einlaufstrecke können wir die Größe L . = \
einl
definieren. Sie
liefert eine Aussage über die Länge der Strecke, die nötig ist, um
das Gas soweit aufzuheizen, daß sämtliche interessierenden Größen
weniger als 100/e % von ihrem Wert im Unendlichen abweichen.
Wenn man diese Länge in Einheiten des Rohrradius mißt, dann erhält
man folgenden Wert für diese Größe








Abb. 43 Die Wärmestrompotentia









Abb. 44 Einige charakteri
stische Größen als Funktion
einer charakteristischen
Koordinate in Achsenrichtung es.






Abb. 45 Einige charakteristische Gröiien als Funktion einer
charakteristischen Koordinate in Achsenrichtung nach
dem Besselmodell ( a. = 0, 5)
Wie wir sehen, ist die Einlaufstrecke in dieser nullten Näherung nur
eine Funktion der Durchflußmenge, da sich die Größen S, und cp'»e
nur wenig mit der Achsentemperatur oder dem Strom ändern. Eine
genauere Diskussion wollen wir auf das nächste Kapitel verschieben.




. 2. 2 Die Linearisierung der Grundgleichungen
Während wir im letzten Abschnitt eine Methode dargelegt
haben, das elektrische und thermische Verhalten im Einlaufgebiet
des Bogens unter starken Näherungsannahmen durch eine Linearisierung
der elektrischen Leitfähigkeit bezüglich der Wärmestrompotential-
funktion zu erhalten, wollen wir jetzt einen Weg angeben, der mit
weniger Näherungsannahmen auskommt. . Wir gehen dazu vom Ver-
halten des Bogens in großer Entfernung vom Rohranfang aus. Hier
wird das Verhalten in guter Übereinstimmung mit dem Experiment durch
die Gleichungen und Parameterabhängigkeiten dargestellt, die in den
Kapiteln (5) und (6) besprochen wurden. Im Einlaufgebiet des Bogens
können wir uns dann alle Größen aus dem entsprechenden Wert im Un-
endlichen und einer Störgröße zusammengesetzt denken. Wenn wir
die Störgröße durch den Index eins charakterisieren, erhalten wir auf
diesem Wege folgende Darstellung für die abhängigen Variablem
a « es,p Er« £0+ E cs,$)
(7.2. 2. 1)
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Für die Störgrößen bestehen neben der Eigenschaft, daß alle diese
Veränderlichen per definitionem im Unendlichen verschwinden müssen,
folgende Randbedingungen, die sich aus den allgemeinen Bedingungen
ergeben, die in (3. 7) abgeleitet wurden*.
W Cl.J W.jCo






Neben diesen Randbedingungen sind noch Anfangsbedingungen für ver-
schiedene Größen am Rohreingang anzugeben, die auf Grund von Er-
haltungssätzen gewisse Verträglichkeitsbedingungen erfüllen müssen.
Auf die Problematik dieser Größen werden wir später noch eingehen.
Zur Vereinfachung des betrachteten Problems wollen wir
annehmen, daß alle Störgrößen klein gegen die entsprechenden Werte
der Variablen im Unendlichen sind. Dazu sollen analog die Radial-
und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit bzw. die radiale
Stromdichte von kleinerer Größenordnung als die zugehörigen Werte
in Achsenrichtung sein. Diese Voraussetzungen werden wegen des
stetigen Ubergangs der Kenngrößen in den ausgebildeten Bogenbereich
auf jeden Fall auf einer gewissen Länge des Einlaufgebietes erfüllt,
so daß die obige Bedingung gerechtfertigt ist.
Wenn wir jetzt die obigen Ansätze (7, 2. 2. 1) in die Grund-
gleichungen (siehe (3)) einführen, können wir auf Grund der voraus-
gesetzten Größenverhältnisse Glieder höherer Ordnung vernachlässigen.
Deshalb können wir auch alle Materialfunktionen bezüglich der Stör-
größen linearisieren. Dies liefert mit der schon erwähnten Beziehung,
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daß alle Druckterme klein sind gegen den Ruhedruck p , folgende
Darstellung* wobei der Index'Differentiation nach S bedeutet".
>UC p,
"0 » tpo * yUCp.,t.c*0 + tpo, W> % C%t\)
ücp,"n ~ 1 <-P«/s fctp SocaH ci'cpo.VsVi VsiS)
ÖCp.T} Cpo, eCp.jSoCS ö'cpo,*» *« (7 2 2 3)
JfcCp
.
T) 9tCpo(S) « ACpo|So«))+c1,.CpB(S.ft /jecpöf5«c*0'S4ftjl.
Auf Grund der Definition des Wärmestrompotentials (4. 2. 14) ergibt
sich hieraus für den Zusammenhang zwischen und folgende
linearisierte Beziehung
% es, - *CPo, WlT, c%,\). C-2-2-4)
Berücksichtigen wir alle diese Bedingungen und beachten die Grund-
gleichungen für die Größen des ausgebildeten Lichtbogens, so besitzen
die Bestimmungsgleichungen für die Störgrößen folgende Form:











S«. w. V, j = i% \yA + V,ss + Yf . + (v,,- (7. 2. 2. 8)
+ 0/R[w.8t+ ,i!i»+ sji+ L 5tu,s+|cv*.%W)+ &,% (7'2'2'9)
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(7. 2. 2. 14)
(7.2.2. 15)
(7. 2. 2. 16)
Hierbei wurde aus entsprechenden Gründen wie weiter oben in der
Energiebilanz wieder die Arbeit der Druckkräfte und die durch Reibung
in Wärme umgewandelte kinetische Energie gegen die anderen Energie-
terme vernachlässigt.
Um eine weitere wesentliche Vereinfachung vornehmen zu
können, wollen wir die induzierten Störfeldstärken gegen die angelegten
abschätzen. Aus den Gleichungen (7. 2. 2. 15) und (7. 2. 2. 16) erhalten
wir für das Verhältnis der induzierten zur angelegten Feldstärke in
radialer bzw. axialer Richtung, wenn wir außerdem noch Gleichung
(6. 1. 9) berücksichtigen,
I E»
,
I I T I
«A .
(7. 2. 2. 17)
Diese Ausdrücke sind beide klein gegen eins, da die Feldstärke in
radialer Richtung im ausgebildeten Bogen klein ist gegen die Stör-
größe und außerdem noch auf Grund der Voraussetzung die anderen
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Ausdrücke kleiner als eins sind. Wir können also die induzierte Feld-
stärke gegen die angelegte vernachlässigen. Weiter ist es zulässig,
die Enthalpie zunähme in radialer Richtung gegen die in axialer Richtung
zu vernachlässigen, wenn wir annehmen, daß die radiale Geschwindigkeit
bezogen auf die Geschwindigkeit der Poiseuüle Strömung klein ist
gegen den Störwärme ström in Achsenrichtung bezogen auf den radialen
Wärme ström im ausgebildeten Bogen.
Diese beiden Vernachlässigungen bedeuten eine wesentliche
Vereinfachung der Gleichungen, die das thermische und elektrische
Verhalten der EinlaufStrömung bestimmen. Sie bewirken nämlich
eine Entkopplung dieser Gleichungen von den dynamischen Bestimmungs-
gleichungen.
In dieser Näherung sind also die thermischen und elektrischen
Eigenschaften des Einströmgebietes unabhängig vom dynamischen Ver-
halten in diesem Bereich. Es stellt sich durch die Kopplung der ther-
mischen und elektrischen Größen eine Temperaturverteilung und ein
elektrisches Feld ein, deren Gestalt dann das dynamische Verhalten
in diesem Gebiet bestimmt. Auf Grund dieser Tatsache vereinfacht
sich natürlich die Berechnung ganz erheblich.
Um die Bestimmungsgleichungen für die thermischen und
elektrischen Größen zu erhalten, eliminieren wir mit Hilfe der Glei-
chungen (7.2.2.13), (7. 2. 2. 15) und (7. 2. 2. 16) in der Energie-
bilanz (7. 2. 2. 10) und in der Erhaltungsgleichung der Ladung (7. 2. 2. 13)
alle Größen bis auf S und *f y Dies liefert folgende zwei gekoppelte
lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung für undtj
S +S s* Sin- CslStj + jM t Ss Sij (7.2.2. 18)
Hierbei wurden folgende Abkürzungen eingeführt;:
(7.2.2. 19)
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Die Randbedingungen für Sj und lauten nach (7. 2. 2. 2)
S45Co, = SK W.sCo, y.sM,|)=0 (7.2.2.20)
Wenn man die Lösung dieser Gleichung berechnet hat, kann man
alle anderen thermischen und elektrischen Größen daraus bestimmen.
Dabei sind neben den beiden behandelten Variablen noch folgende
Größen von Bedeutung
Für den gesamten lokalen Warmestrom dur ch die Wand mit der Ein-
heitslänge ergibt sich
Qw - -in ( SoH1 + <s O, = [P r aH - 2n S,s C-i, . (7 2. 2 21)
Hieraus erhält man den gesamten Wärmestromverlust auf der Länge z
durch Integration lu.
aw,.,C Qwßa Qw0R|-ZfT« .St-,l c1 (7.2.2.22)
Die entsprechenden Werte für die elektrisch zugeführte Leistung
und die Abstrahlung ergeben sich analog zu oben
Paq 2frR S JE 9dS = Pet + IT S C-Sscyi $,j+ $us) S<) ga8 (7.2.2.23)






?mcl,«C = R f ?«iC$ycq-?»aa R .rR (SctsvSsfii)S,5Jfaj.(7. 2. 2.26)
Für die zeitliche Zunahme der Enthalpie des Gases auf der Länge
Rd ergibt sich folgender Ausdruck:
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A4t* In S fc S dij. (7.2.2.27)
Die gesamte Enthalpieerhöhung pro Zeiteinheit auf der Länge z
beträgt dann
1 (7.2.2.28)






, Als. _ l hiy S güs
7*Jzn 4 \ c-j,wfcj *Jif,» 8as (7- 2-2- 29»
Ein entsprechender Ausdruck ergibt sich für den globalen Wirkungs-
grad auf der Länge z
7 W - (7. 2. 2. 30)
7
.2 2. 1 Analytische Lösung bei konstanten Koeffizienten
Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß bei geeigneter
Linearisierung der Grundgleichungen die Kopplung zwischen den
d/namischen und elektrischen bzw. thermischen Größen beseitigt
werden kann. Die daraus resultierenden Gleichungen (7. 2. 2. 18)
mit den zugehörigen Randbedingungen (7 2. 2. 20) ergeben ein System
von zwei gekoppelten linearen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung für das elektrische Potential und die Wärmestrom-
potentialfunktion. Zur Lösung dieser Differentialgleichungen machen
wir einen Separationsansatz für die abhängigen Veränderlichen
(7.2.2. 1. 1)
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Setzen wir diese Ausdrücke in die Differentialgleichungen ein (7. 2. 2. 18),
so folgt notwendigerweise, dali die beiden Funktionen c c und «J«.C V
bis auf eine Konstante übereinstimmen müssen. Für die Abhängigkeit .
von $ kommt nur eine e-Funktion mit negativen Exponenten in Frage,
da die Lösungen im Unendlichen verschwinden müssen. Ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit können wir also annehmen, daß gj und
g2 gleich sind, was physikalisch ein gleichmäßiges Abklingen der
thermischen und elektrischen Störgrößen bedeutet
9iW S«-' "« * X'0 (7.2.2.1.2)
Berücksichtigen wir diese Abhängigkeit, so liefern die Differential-
gleichungen (7. 2. 2. 18) folgende Bestimmungsgleichungen für S., (j )
und <iitV)
"J.
" + CS" \ tlt\A + 'S«. r " * Si
Si 31* t * S» s'>X Si«*>)St* s fis. (7. 2. 2. 1. 3)
Eine analytische Lösung dieses Systems kann angegeben werden, wenn
die Funktionen J, bis konstant sind, d.h. wenn man geeignete
Mittelwerte einsetzt. In diesem Falle erfüllt ein Ansatz der Form
«
.Ort» AjoU» CS>>- BJoCbO (7.2.2.1.4)
die Differentialgleichungen, wobei J0 die Besselfunktion nullter Ordnung
angibt. Da das homogene Gleichungssystem für A und B nur nicht-
triviale Lösungen besitzt, wenn die Determinante verschwindet, erhält
man folgende Bestimmungsgleichung für b
fe
'
* ( + Si X+ tf) ± V \\ti¥ + bg. X+ f. (7.2.2.1.5)
Es existieren also zwei verschiedene Lösungen der obigen Form
(7. 2. 2. 1. 4) mit b und b . Ent sprechend gibt es zwei Werte von A
und B, zwischen denen folgende Beziehung bestehen muß
B - -A, , B - i-A,- (7.2.2.1.6)
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Wegen der Linearität der Gleichungen ist auch die Summe der beiden
Lösungen wieder eine Lösung
% CV> = 0 Cto, jt + A» 0 Cb.s)
Sil«-B«Tr.U».lWß»}.UiSV (7.2.2.1.7;
Wie wir in (7. 2. 2. 2) sehen werden
, ist diese Lösung die einzige
Lösung des Differentialgleichungssystems (7. 2. 2. 1. 3)
,
die im Null-
punkt keine Singularität besitzt. Die anderen beiden Lösungen könnten
dabei mit Hilfe der Neumannschen Funktion nullter Ordnung erhalten
werden.
Um nun die endgültige Lösung und die Eigenwerte zu er-
halten, brauchen wir nur zu berücksichtigen, daß (7. 2.2. 1. 7) die
Randbedingungen (7. 2. 2. 20) erfüllen muß. Dies liefert folgende
Gleichungen
(7.2.2.1.8)
Da nichttriviale Lösungen nur erhalten werden können, wenn die
Determinante dieses GleichungsSystems unter Berücksichtigung von
(7. 2. 2. 1. 6) identisch verschwindet, können nur solche X1(>o zuge-
lassen werden
, die folgende charakteristische Bedingung erfüllen
.
0'bJK CxV-bÜO Jotb<M) J bid- b«Ui-t£o J.Cb J., (7.2.2. 1.9)
Außerdem besteht dann zwischen A
j und A2 folgende Beziehung






erhalten wir »l» endgültige Lösung des Problems alle Eigenfunktionen
*«M »« zwm Eigenwert Xk>0 in folgender Form
Die allgemeine Lösung setzt sich, da die Differentialgleichungen
(7. 2. 2. 18) linear sind, aus all diesen Eigenfunktionen additiv zusammen.
»«C -L We*«*. (7.2.2.1.13)
Dabei können die Konstanten A beliebig angenommen werden. Sie
bestimmen die Anfangsbedingungen der Funktionen an der Stelle J = 0
Welche Anfangsbedingungen dabei zugelassen sind, soll im nächsten
Abschnitt besprochen werden.
Nachdem wir nun unter den obigen Bedingungen eine Lösung
gefunden haben, können wir mit Hilfe von den Gleichungen (7. 2. 2. 11),
(7. 2. 2. 12), (7, 2. 2. 14), (7. 2. 2. 15) und (7. 2. 2. 16) alle anderen interes-
6ierenden
(lokalen Größen bestimmen. Wir erhalten folgende Ausdrücke
*»<
" ~ «" »iiW****- fc*» *"*** (7.2.2.1.14)
£ EoWs-O W*»6"*''* (7.2.2.1.15)
(7. 2. 2. 1. 16)
Ez il KW e r -M (7.2.2.1.17)
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H - * l iuLWi.*** ' $ «s« c e X,tV (7. 2. 2. 1. i«
Die globalen Größen bestimmen sich aus den Gleichungen (7. 2. 2. 21)
bis (7. 2. 2. 30).
Zum Abschluß dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf
einen Spezialfall der obigen Bedingungen eingehen, bei dem sich eine
wesentliche Erleichterung der Berechnungen erzielen läßt. Wenn die
elektrische Leitfähigkeit nur sehr schwach ansteigt, dann können wir
in (7. 2. 2. 19) in erster Näherung und $H gleich Null setzen.
In diesem Fall ergeben sich aus (7. 2. 2. 1. 5)für bj und b2 folgende
Ausdrücke
kW \ V + SA*' , b V* . (7.2.2.1.20)
Aus der charakteristischen Gleichung (7. 2. 2. 1. 9) ergibt sich dann
notwendigerweise, daß bj gleich der k. Nullstelle der Bessel-
funktion nullter Ordnung P
0
sein muß. Die Eigenwerte lassen
also folgende Darstellung zu
"
x
* %( h+Bzgi- 'O . (7.2.2.1.21)
Für große Durchflußmengen ergibt sich eine weitere Vereinfachung
für den kleinsten Eigenwert aus der Tatsache, daß unter diesen
Bedingungen S3 sehr viel größer ist als 2. p04 . Indem wir die
Wurzel in (7. 2. 2. 1. 21) in eine Reihe entwickeln, ergibt sich unter
der obigen Voraussetzung
V-'T£ = VS?- (7.2.2.1.22)
Unter diesen Bedingungen ist also die Einlaufstrecke gerade um den
Faktor IsV* s° lang wie die, die aus dem Besselmodell berechnet
wurde (siehe (7. 2. 1)).
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7
. 2. 2. 2. Numerische Lösung bei variablen Koeffizienten
Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, daß eine analytische
Lösung des behandelten Problems erhalten werden kann, wenn man
für die Funktionen 84 bis geeignete Mittelwerte einsetzt. Wenn
diese Funktionen dagegen stark variieren, wie es zu erwarten ist,
dann ist man auf numerische Lösungsmethoden angewiesen.
In diesem Falle gehen wir davon aus, daß zu jedem X.>o vier
linear unabhängige Lösungen des Differentialgleichungssystems (7. 2. 2. 1. 3|
existieren müssen. Wir erhalten solche vier Lösungen, indem wir
folgende Anfangsbedingungen für "J und die ersten drei Ableitungen an
der Stelle 3 gleich Null vorschreiben.
o|0lo];[o111o1.]i£o)o|<,0] .[o.o.o.VJ. (7 2 2 2
Wie wir aus (7. 2. 2. 1. 3) ersehen können, liefern die zweite und vierte
Anfangsbedingung nur Lösungen, wo S2 im Nullpunkt dne Singularität
besitzen würde. Aus der Endlichkeitsbedingung für physikalisch sinn-
volle Lösungen folgt dann, daß nur Lösungen mit der ersten und der
dritten Anfangsbedingung von Interesse sind. Wie man leicht zeigen
kann, gehören zu diesen zwei Funktione y.jCs)1»"! 'Stf.Cft auch zwei
linear unabhängige Lösungen SjjCsl und S»ie.OJ) mit folgenden
Anfangsbedingungen
[SjCojV] und- [ "V"»!0] (7.2.2.2.2.)
Auf Grund der Linearität der Differentialgleichung ist auch die Summe
der beiden Lösungen wieder eine Lösung. Wenn wir folgenden An-
satz machen, erfüllt diese Summe für die Funktionen <j schon alle
Randbedingungen (7. 2. 2. 20)
licv- c csIbCx. iCx, -V«a( ( c>.,3 ,) (72223)
Es bleibt noch die Randbedingung S2(l) = 0 zu erfüllen. Dies liefert
folgende charakteristische Gleichung für die Eigenwerte V «
.
> O
SCVN- VOi tCN. -'iliU SmC I O . (7
. 2.2.2.41
Mit Hilfe dieser Umformung des Randwertproblems mit der Bestimmung
der Eigenwerte in ein Anfangsproblem mit einer charakteristischen
Gleichung ist es also jetzt gelungen, auch im Fall der variablen
Funktionen JJi bis s einen numerischen Weg zur Bestimmung aller
interessierenden Größen anzugeben.
Die numerischen Rechnungen wurden wieder mit dem Digital-
rechner Siemens 2002 durchgeführt. Das Programm dazu war wie folgt
angelegt. Es bestand im Wesentlichen aus einem Nullstellensucher [ßlj
für die charakteristische Gleichung (7. 2. 2. 2.4). Die verschiedenen
Lösungen des Gleichungssystems (7. Z. 2. 1. 3) mit den verschiedenen
Anfangsbedingungen (7. 2. 2. 2. 1) und (7. 2. 2. 2. 2) wurden mit Hilfe der
Methode von Runge-Kutta [31j für Differentialgleichungssysteme zweiter
Ordnung bestimmt. Dabei betrug die Anfangsstützstellenzahl 51
.
Die Anfangsschrittweite wurde so lange halbiert
, bis die Abweichungen
der verschiedenen Lösungsfunktionen an der Stelle « kleiner als
ein vorgegebener Fehler von 1 % ausfielen. Die Fehlerabfrage für
den Nullstellensucher von Jojwar so angelegt, daß der Eigenwert X«











kleiner als ein vorzugebener Fehler von S = 0
,
0005 ausfiel. Die
Anzahl der zu bestimmenden Nullstellen konnte beliebig vorgegeben
werden. Die zur Rechnung nötigen Funktionen g!t*>bia g waren im
Programm für den wandstabilisierten zylindersymmetrischen Bogen
(siehe (5)) für eine Stützatellenzahl von 51 Werten mitberechnet worden
und lagen in Lochkartenform vor. Wenn nach der oben angegebenen
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Methode ein Eigenwert XK gefunden worden war, wurden alle anderen
interessierenden Größen mit einer StUtzstellenzahl von 91 Werten
berechnet und ausgedruckt. Für diese ganzen Rechnungen war im
Mittel eine Rechenzeit von ungefähr einer Stunde pro Eigenwert
erforderlich.
Zum Abschluß dieses Abschnittes wollen wir noch kurz
auf das Problem der Anfangsbedingungen eingehen. Wie wir gesehen
haben, sind die Eigenfunktionen bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt. Diese Faktoren C sind aus den Anfangsbedingungen für
eine Funktion an der Stelle = 0 zu bestimmen. Leider haben die
bestimmten Eigenfunktionen den Nachteil, daß sie nicht orthogonal
sind Will man also eine vorgegebene Anfangsbedingung ~ vorausge-
setzt daß dieses möglich ist - nach den Eigenfunktionen entwickeln,
so sind die K »effizienten davon abhängig, bei welchem -Gliede man
die Reihe abbricht. Um diesen Nachteil zu eliminieren, kann man
die Eigenfunktion an der Stelle = 0 nach dem Verfahren von Gramm-
Schmidt |3l|orthonormieren. Diese Methode kann auf folgend« "Weise
durchgeführt werden. Gegeben seien die linear unabhängigen Eigen-
funktionen X CS,!) die an der Stelle \ - 0 eine mit den Funktionen
X
1M05, >vertr*i8 c*ie Anfangsbedingung erfüllen sollen und in folgender
F>rm dargestellt werden können
X,« CS, = X CS K-i,l,V - . (7.2.2.Z.6)
Wir bilden nun aus diesen Funktionen durch folgende Rekursionsformel
die Einktionen Y,* Cs,
K-i -1
Yy CS, )- £4 Sz Cs.oA CS.oVS .«, ,(7.2.2.2.7)
wobei die Funktionen (j durch folgende Beziehung definiert sind
(7. 2. 2. 2. 8)
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Auf Grund dieser Definition erfüllen die Funktionen Z tg, } die
Differentialgleichungen und bilden an der Stelle J«oein orthonormiertes
System von Funktionen, d.h. es gilt
\ Z.uOä.o Z Cs sAs* 5 ' (7.2.2.2.9)
Die allgemeine Lösung besitzt jetzt wegen der Linearität der Gleichungen
folgende Form
Z
-* C3'$}= \ k kCs ). (7.2.2.2. IQ
Wenn die vorgegebene Anfangsbedingung an der Stelle |ro CS) eine








-u - S Z cs') 1 Cs.oliadc, , (7.2.2.2.11)
damit die quadratische Abweichung im Mittel minimal ist. Welche
von den Funktionen (7. 2. 2. 1. 14) bis (7. 2. 2. 1. 19) die Anfangsbedingung
erfüllen soll, ist im Prinzip willkürlich. Nur sind dadurch die Anfangs-
bedingungen der anderen Funktionen festgelegt. Eigentlich müßte, um
die richtigen Anfangsbedingungen zu erhalten, der äußere Stromkreis
mitberücksichtigt werden. Dabei ist darauf zu achten, daß gewisse
Anfangsbedingungen noch Verträglichkeitsbedingungen erfüllen müssen.
Wenn z. B. eine Anfangsbedingung für die z-Komponente der Strom-
dichte gefordert wird, dann muß der Gesamtstrom gleich dem Strom
im Unendlichen sein. Diese Verträglichkeitsbedingungen werden also
auf Grund der Erhaltungssätze gefordert.
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7
. 3. Die Bestimmung des dynamischen Verhaltens
Nachdem wir verschiedene Methoden angegeben haben, das
elektrische und thermische Verhalten des Bogens im Einlaufgebiet
zu berechnen, wollen wir uns jetzt dem dynamischen Verhalten zu-
wenden. Die dynamischen Eigenschaften werden dabei bedeutend
schwieriger zu erfassen sein, da die Kopplung mit den thermischen
Größen hier nicht ohne weiteres eliminiert werden kann. Will man
trotzdem Aussagen machen, so ist man darauf angewiesen, z. T. sehr
starke Näherungsannahmen zu machen.
Ohne auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir
zwei Wege angeben, die eine Bestimmung des dynamischen Verhaltens
ermöglichen. Im ersten Fall gehen wir dabei von den Hnearisierten
Grundgleichungen {7. 2. Z) aus, indem wir die Voraussetzungen, die
dort getroffen wurden, übernehmen. In den Gleichungen (7. 2. 2. 5) bis
(7. 2. 2. 9) stehen uns fünf Gleichungen zur Verfügung, die fünf noch
unbekannten Funktionen p (, , zu bestimmen. Dabei
setzen wir natürlich und als bekannt voraus. Als erste
wichtige Eigenschaft dieser Gleichungen fällt sofort auf, daß die
Bestimmungsgleichung für die Tangentialkomponente der Geschwindig-
keit (siehe (7. 2. 2. 8)) von den anderen Größen entkoppelt ist.
v-ss + iCi** M~o C l+x WC }+v1sr t2 BV)?0(7. 3. 1)
In dieser Näherung hat also die Tangentialströmung keinen Einfluß
auf die anderen Größen. Diese Eigenschaft ist charakteristisch für
alle Rohr Strömungen mit schwachem Drall £12, 82] . Entsprechend
zu (7. 2) kann man wieder eine analytische Lösung erhalten, wenn für
die Funktionen
(7. 3. 2)
wieder geeignete Mittelwerte eingesetzt werden
£- 0 und







erhält man eine Lösung durch einen Separationsansatz in folgender
Form
(7. 3. 5)
wobei für X« die Beziehung gilt
W + '--"t) W*W (7.3.6)
Jj bedeutet dabei die Besselfunktion erster Ordnung, P u die k. Nuü-
stelle dieser Funktion. Für große Durchflußmengen ergibt sich für
den ersten Eigenwert \A folgende Näherungsformel
o ' * _ _
= <t= Sd. U-S». . (7.3.7)
Die Einlaufstrecke für die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit
ist also um den Faktor -E*1 -2o-- kleiner als die thermische
und elektrische Einlauflänge, die sich aus dem Besselmodell ergibt
(siehe (7. 2. 1)). Die allgemeine Lösung des obigen Problems setzt sich
aus der Summe von allen Eigenfunktionen (7. 3. 5) zusammen





* sind dabei aus der Anfangsbedingung V+gOf}
zu bestimmen. Da die Funktionen CP S) auf dem Intervall von o bis 1




"WUCA,* iV«.< WtfS<l*- (7.3.9)
Dabei muß natürlich XioCS eine Darstellung nach (7. 3. 8) erlauben.
Wenn die Änderungen der Funktionen t$> und %*(
.
%) relativ
groß sind, dann muß die Differentialgleichung (7. 3. 1) numerisch ge-
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löst werden. Man kann wieder die gleiche Methode wie in (7. 2. 2. 2)
anwenden. Die Anfangsbedingungen für die gesuchte Funktion V cs"»
an der Stelle g=o heißen in diesem Falle
L 0,1,0].
(7. 3. 10)
Die Eigenwerte sind dabei aus der Bedingung
(7.3.11)
zu errechnen. Die allgemeine Lösung setzt sich wieder aus der
Summe der Eigenfunktionen zusammen
(7.3.12)
Da die Eigenfunktionen in diesem Falle nicht mehr orthogonal sind,
muß man, um vorgegebene Anfangsbedingungen zu erfüllen
,
auf ein
entsprechendes Verfahren zurückgreifen, das in (7. 2. 2. 2) dargelegt
wurde.
Nachdem wir nun zwei Methoden untersucht haben
,
die
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit zu bestimmen
,
wollen
wir jetzt noch angeben, welche Bestimmungsgleichungen für die
radiale und axiale Komponente der Geschwindigkeit gültig sind.
Zu diesem Zweck eliminieren wir aus den Gleichungen (4. 2. 25) und
(7. 2. 2. 6) die Störgrößen des Druckes Pj und der Dichte 3m< .
Dies liefert folgende Beziehungen
p*$ = p-C s (60- iV w.Cw<i t8 .£sswo) . (7-3-l4)
Setzt man diese Größen in die Gleichungen (7. 2. 2. 7) und (7. 2. 2. 9) ein,
so erhält man zwei gekoppelte partielle Differentialgleichungen mit in-
homogenen Seiten für O
, und w,, . Zur Bestimmung der Einlauflänge
für die Geschwindigkeitskomponenten, für den Druck und die Dichte
müssen diese Gleichungen mit den entsprechenden Randbedingungen
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gelöst werden. Dabei tritt die Schwierigkeit auf, daß sowohl die
Lösung der homogenen Gleichungen - diese könnten analog zu (7. 2. 2. 2)
erhalten werden - als auch die der inhomogenen berechnet werden
müssen. Diese Tatsache bedeutet eine sehr starke Komplikation.
Deshalb werden wir diese Untersuchung im Rahmen dieser Arbeit
nicht durchführen. Für den isothermen Fall verweisen wir auf eine
Arbeit von Punnis £51] .
Neben dieser oben behandelten Methode, eine Lösung durch
Linearisierung der Grundgleichungen mit Hilfe von Störgrößen zu er-
halten, existiert in der Literatur noch eine Methode [72, 73], die
einen Weg zur Bestimmung der dynamischen Größen angibt. Man teilt
dazu den Bogen wieder in zwei konzentrische Bereiche ein, wobei
das innere Volumen das aufgeheizte Gas enthalten soll. Man nimmt
an, daß die Strömung in diesem Bereich durch eine freie Strömung be-
schrieben werden kann. Die Strömung irn äußeren Bereich soll
isotherm sein und durch die eindimensionalen Gleichungen der Gas-
dynamik zu erfassen sein. An der Berührfläche der beiden Teilbe-
reiche sollen die Lösungen so angepaßt werden, daß die Erhaltungs-
gleichungen für die Masse, den Impuls und die Energie erfüllt sind.
Zur Berechnung der inneren freien Strömung findet die Näherungs-
methode von Kar man und Fohlhausen [56]Verwendung. Da diese
Methode auf große numerische Schwierigkeiten führt und bisher noch




DIE NUMERISCHEN ERGEBNISSE FÜR EINEN STICKSTOFFBOGEN
Nachdem wir einige Methoden abgeleitet haben, das thermische,
elektrische und dynamische Verhalten eines achsenrotationssymmetri-
schen wandstabilisierten Lichtbogens zu berechnen, wollen wir jetzt
diese Methoden auf einen Stickstoffbogen anwenden. Stickstoff als
Arbeitsgas wurde deshalb gewählt, weil bei ihm einerseits die
wichtigsten Materialfunktionen am besten bekannt sind und zum anderen,
weil in den meisten experimentellen Anordnungen, die bisher in der
Literatur behandelt worden sind, Stickstoff benutzt wird. Leider ist
in den meisten Fällen ein direkter Vergleich von theoretischen Werten
und experimentellen Größen nicht durchführbar, da lokale Größen sehr
schwierig zu messen sind und deshalb noch keine diesbezüglichen Meß-
daten vorliegen. Meist sind in den experimentellen Arbeiten nur
globale Größen angegeben [80, 71, 81, 87, 32, 14, 52, 10]. Jedoch




1. Die Länge der Einlaufstrecke
Eine der wichtigsten Größen beim Studium der Eigenschaften
des Einlaufgebietes ist die Länge der Einlaufstrecke. Sie ist ein
Maß dafür, in welcher Entfernung vom Rohranfang die verschiedenen
Größen des Bogens bis auf einen gewissen Prozentsatz mit den ent-
sprechenden Größen des vollausgebildeten Bogens übereinstimmen.
In unserem Falle wollen wir jeweils als Einlauflänge den Kehrwert
des kleinsten Eigenwertes X o definieren, wobei die Einlauflänge
in Rohrradien gemessen werden soll(
Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, muß man eigentlich für die
thermischen und elektrischen Größen und für die dynamischen Variablen
verschiedene Einlauflängen definieren, da diese Größen verschieden
schnell abklingen. Die Einlauflänge hängt von allen Parametern ab,
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die auch die Größe der Eigenwerte bestimmen. Diese Größen sind die
Wand- und Achsentemperatur, der Radius des Entladungsrohres
,
der
Druckgradient in Achsenrichtung und der mittlere Druck im Rohr.
Schon rein anschaulich wird man zwei Grenzfälle unterscheiden können.
Wenn einmal die Durchflußgeschwindigkeit sehr groß ist, wird die
Einlauflänge praktisch nur davon abhängen, wie schnell das Gas auf-
geheizt werden kann. In diesem Fall werden also alle Größen von Be-
deutung sein, die bei der Enthalpieproduktion eine Rolle spielen. Im
Grenzfall von kleinen Durchflußmengen wird die Gasaufheizung zu ver-
nachlässigen sein. Die Einlaufstrecke wird in diesem Fall in erster
Linie von der Größe der elektrischen Leitfähigkeit, der Wärmeleit-
fähigkeit und der spezifischen Abstrahlung athängen. Es wird sich
ein ähnliches Verhalten einstellen, wie es bei einem stromdurchflosse-
nen Draht gegeben ist, wo die Einspeisung des Stromes nicht gleich-
mäßig über den Anfangsquerschnitt erfolgt.
In (7. 2. 1) haben wir als erste Näherung für die thermische
und elektrische Einlauflänge folgenden Ausdruck ius dem Besselmodell
abgeleitet
L . , = 4- - ( A sl .* L
« Xc" V J -pä, R (8. I. 2)
Diese Einlauflänge wurde unter der Bedingung gefunden, daß die Größe
der Durchflußmenge das Verhalten des Bogens wesentlich mitbestimmt.
Wie wir sehen, besteht eine direkte Proportionalität zwischen dem
gesamten Massenfluß und der Einlauflänge. Dagegen ist keine merkbare
Abhängigkeit von den elektrischen Größen zu verzeichnen. In der Abb.
46 ist die Größe Xoa.l §t über der Achsentemperatur aufgetragen. Als
Parameter wurden dabei verschiedene Radien und zwei verschiedene
Wandtemperaturen gewählt.
Wie wir sehen, sinkt die Einlauflänge für alle Parameter
zuerst mit wachsender Achsentemperatur, um dann nach einem Mini-
mum bei 12 - 13 000° K wieder praktisch auf den Anfangswert anzu-
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Abb. 46 Die reziproke Einlauflänge als Funktion von verschiedenen
I arametern im Stickstoffbogen
Einlauflänge ungefähr um den Faktor zwei. Der Einfluß der Wandtempera-
tur auf die Einlauflänge macht sich vor allem bei kleinen Achsentempera-
turen bemerkbar. Da der Massendurchfluß mit steigender Wandtempera
tur kleiner wird (siehe Abb. 30), wird auch die Einlauflänge entsprechend
kleiner werden. Dieser Einfluß kann in dem angegebenen Temperatur-
bereich maximal ungefähr 20 % ausmachen. Die Abhängigkeit der Ein-
lauflänge vom Radius läßt sich in erster Näherung durch ein Fotenzge-
setz mit dem Exponenten 3 beschreiben, wobei für große Radien die
Einlaufstrecke noch etwas stärker anwächst. Da der Massendurchfluß
streng proportional zum Druckgradienten anwächst, wächst auch die Ein-
laufstrecke proportional zu a an.
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Wie wir schon betont haben, gelten die obigen Näherungs-
ergebnisse nur für den Grenzfall von großen Durchflußmengen. Bei
kleineren Geschwindigkeiten muß man die thermische und elektrische
Einlauflänge nach denrMethoden berechnen, die in den Abschnitten
(7. 2. 2. 1) und (7. 2. 2. 2) dargelegt wurden. In der Abb. 47 ist der

























Abb. 47 Der kleinste Eigenwert X4 als Funktion von verschiedenen
Parametern
Wie wir sehen, liegen alle berechneten Eigenwerte in der Größenord-
nung von eins. Die Einlaufstrecke ist demnach immer von der Größen-
ordnung des Radius des Entladungsrohres. Das'Verhalten der Einlauf-
länge in Abhängigkeit von der Achsentemperatur entspricht im wesent-
lichen dem oben angegebenen Verhalten, jedoch tritt bei kleineren
Achsentemperaturen zusätzlich noch eine kleine Vergrößerung von
L
e;nL auf. Die Proportionalität bezüglich a ist natürlich nfccht
mehr gegeben, da für kleine a gerade die Terme wesentlich werden,
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die bei der Ableitung des obigen Ausdrucks für die Einlauflänge ver-
nachlässigt wurden. Ebenfalls verliert das Potenzgesetz für die Ab-
hängigkeit Von R seine Gültigkeit. Wir können nur sagen, daß mit
wachsendem R die Einlauflänge größer wird, und zwar um so mehr,
je größer der Radius wird.
Die Einlauflänge für die Tangentialkomponente der Ge-
schwindigkeit hat nach (7. 3) für groSe Durchflußmengen den Wert
wenn man die Länge in Rohrradien angibt.
Der Faktor (c ) ist ln folgender Tabelle für einige Werte von
T angegeben.











Wnn wir für ungefähr 0, 6 annehmen, dann stellen wir fest,
daß die Einlauflänge für die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit
von der gleichen Größenordnung wie die Einlauflänge für die thermi-
schen Größen ausfällt. Für kleine Achsentemperaturen ist sie etwas
kleiner, für größere länger.
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ti. Z. Die thermischen und elektrischen Stargräßen
In diesem Abschnitt sollen die thermischen und elektrischen
Störgrößen auf ihre F arameterabhängigkeit und ihren Verlauf unter-
sucht werden. Sie wurden mit Hilfe der numerischen Methode berechnet,
die in (7. 2. 2. 2) angegeben wurde.
Es sei hier schon erwähnt, daß die entsprechenden Größen,
die aus der analytischen Näherungslösung, die in (7. 2. 2. 1) behandelt
wurde, berechnet werden können, qualitativ die gleichen Ergebnisse
liefern; jedoch treten hier natürlich quantitative Abweichungen auf.
Wir werden deshalb nur numerische Werte angeben, die nach der
oben erwähnten Methode bestimmt wurden.
Die wichtigsten Größen, die das Verhalten der Lösung des
Differentialgleiclnmossv-stems (7. 2. 2. 18) bestimmen, sind die
Funktionen <-S1 bi* U«). Um uns einc" Überblick Uber ihren Verlauf





















R = 0, 25 cm)
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werte (T = 11 000OK
,
R = 0, 25 cm, T = 500OK) Uber dem nor-
A W
mierten Radius aufgetragen. Wie wir sehen, haben die Funktionen
§4 und 9>x vor allem in der Nähe der Wand einen starken Einfluß
auf die Lösungen. Die drei anderen Funktionen sind dagegen vor allem
in Achsennähe von Bedeutung. In Abhängigkeit von den Parametern
halten alle Funktionen außer %H ihr jeweiliges Vorzeichen bei; £M
kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.
In den Abb. 49 bis 60 sind die berechneten Störgrößen zum
kleinsten Eigenwert als Funktion des normierten Radius für verschie-










Abb. 49 Die Störgröße des Wärmestrompotentials zum kleinsten





Abb. 50 Die Störgröße des War
me Strompotentials zum kleinsten25dr
Eigenwert
_(J 11 000 K, a =02











Abb. 51 Die Störgröße des
Wärmestrompotentials zut -
kleinsten Eigenwert' (x








Abb. 52 Die Störgröße der Tem9' S 5
peratur zum kleinsten Eigenwert
a .Mdirn cm1 T 11 000 K, R = 0, 25 cm













Abb. 53 Die Störgröße der T..B»»
radialen und axialen Feld
0 Sistärke zum kleinsten Eigen
X ISOOOKwert (R = 0, 25 cmj 500 KW






Abb. 54 Die Störgröße der radialen
und axialen Feldstärke zum klein
stein Eigenwert (T 11 000 K»
Tl = 500OK)a = 10 dyn cm W
iß -
-SO
4] a =10 dyn an
100 dy < cm




Abb. 55 Die Störgröße der
radialen und axialen Feld
stärke zum kleinsten Eigen
wert (T 11 000 K, R =








Abb. 56 Die Störgröße der radialeii
und axialen Stromdichte zum klein
rt (R = 0. 25sten Eigenwe cm, a








Abb. 57 Die Störgröße der
radialen und axialen Strom
02dichte zum kleinsten Eigen 0,8
101 000 K. awert
T
,










Abb. 58 Die Störgrölie der radialen
und axialen Stromdichte zum klein-
stcin Eigenwert (T - 11 000OK,
R = 0,25 cm, T
w
= 500OK)
Abb. 59 Die Störgröße der
magnetischen Feldstärke(T = 11 0Q0OK
,




a =100 dyn cm3










Abb. 60 Die Störgröße der elektrischen Ladungsdichte(T = 11 000OKf R = 0, 25 cm, Tw = 5009K)
Sie wurden alle so normiert, daß die Störgröße des Wärmestrom-
potentials in der Achse den Wert 1 W cm * annahm.
Wenn wir voraussetzen, daß am Rohranfang Gas einströmt,
das im Bogen aufgeheizt werden soll, und daß dort eine Temperatur-
verteilung vorliegt, die mit den Störgrößen zum kleinsten Eigenwert
in Einklang steht, dann läßt sich aus den obigen Ergebnissen folgendes
Verhalten des Bogens ablesen.
Da das einströmende Gas insgesamt aufgeheislt werden soll,
muß der Zuwachs an Enthalpie über den Rohrquerschnitt positiv sein
(8. 2. 1)
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Aus den Ergebnissen für die Störgröße des Wärmestrompotentials erkennt
man, daß man für das Verhalten des Bogens zwei Fälle unterscheiden
muß.
Einmal bewirkt das kalte einströmende Gas eine Erhöhung
des Wärmestrompotentials und damit der Temperatur des Bogens in
Achsennähe, während in der Nähe der Wand die Größen zum Teil stark
reduziert werden. Das aufzuheizende Gas strömt also von der Wand
her in den Bogen ein und wird hier aufgeheizt. Mit diesem Effekt ist
eine Erhöhung der Stromdichte in der Achse verknüpft, während außen
die Stromdichte erniedrigt wird. Der Bogen wird also durch die
Strömung in der Achse konzentriert. Gleichzeitig fließt ein Strom
in positiver radialer Richtung. Dieser Beitrag bewirkt eine Auf-
blähen des Bogens in axialer Richtung. Durch die Erhöhung des
Stromes in Achsennähe wird natürlich das Magnetfeld in diesem Be-
reich des Bogens verstärkt. Die Feldstärke in axialer Richtung, die
mit diesen Phänomenen verknüpft ist, kann dabei sowohl kleiner
als auch größer als im ausgebildeten Bogen werden. Dagegen zeigt
die Radialkomponente der Feldstärke immer in positive Richtung.
Mit dieser Feld Stärkeverteilung muß eine Raumladungsdichte ver-
knüpft sein, die um einen Faktor 100 größer sein kann als im aus-
gebildeten Bogen.aber trotzdem noch klein ist gegen die absolute
Elektronen- bzw. lonendtchte. Dieser besprochene Fall scheint für
die meisten Werte unseres Parameterbereiches vorzuliegen.
Für einige andere Parameterwerte (z.B. T = 15 000OK,
3 oR = 0, 25 cm, a = 1 000 dyn cm" , T = 500 K) scheint dagegen ein
anderes Verhalten die Eigenschaften des Bogens zu bestimmen. Dabei
setzen wir natürlich voraus, daß der Bogen für diese Werte noch
stabil ist. Auf Grund der Forderung (8. 2. 1) muß das kälte Gas vor allem \
in der Mitte des Bogens das Wärme Strompotential erniedrigen.
Hierdurch wird die Stromdichte in axialer Richtung in der Achse
und in der Nähe der Wand kleiner, während im mittleren Bereich
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die Stromdichte anwächst. Entsprechend muß die Radialkomponente
in Ach"sennähe zum Zentrum und in Wandnähe zur Wand gerichtet
sein. Die Radialkomponente der Feldstärke muß dann einen ent-
sprechenden Verlauf zeigen. Die Feldstärke in Achsenrichtung wird
erhöht. Entsprechend zu diesen Eigenschaften muß das Verhalten des
Magnetfeldes und der Raumladung sein. Uber die Parameterabhängig-
keit dieser Größen von a läßt sich aus den obigen Abb. folgendes
Verhalten ablesen. Mit wachsendem Druckgradienten wird der Bogen
immer mehr in die Achse gedrängt. Da gleichzeitig die Radialkomponen-
te kleiner wird, braucht der Bogen eine längere Strecke, um das Gas
aufzuheizen. Dabei muß natürlich die Temperatur in der Nähe der
Wand kleiner werden. Die Radialkomponente der Feldstärke zeigt
ein ähnliches Verhalten wie die entsprechende Komponente des Stromes.
Der axiale Anteil strebt immer mehr gegen eine konstante Verteilung.
Die Voraussetzungen, die bei der Ableitung nach dem Besselmodell
(siehe (7. 2. 1)) gemacht wurden
, sind also am besten für große Durch-
flußmengen, d. h. große Druckgradienten, erfüllt.
Eine Vergrößerung des Radius des Entladungsrohres bewirkt
im wesentlichen die gleichen Effekte wie im oben besprochenen Fall
,
bei dem Wärmestrompotential
, bei der radialen Komponente der
Stromdichte und der Feldstärke und bei der Feldstärke in Achsen -
richtung. Die Störstromdichte in | -Richtung wird dagegen kleiner.
Als Funktion der Achsentemperatur ist das Verhalten der
oben genannten Größen nicht einheitlich. Man muß das Verhalten bei
niedrigen und hohen Achsentemperaturen unterscheiden. Man betrachte
dazu die verschiedenen Abbildungen.
Natürlich sind die obigen Überlegungen nur richtig, wenn
die Eigenfunktionen zum kleinsten Eigenwert das Verhalten wesentlich
bestimmen. Da diese Komponente aber am langsamsten abklingt, wird
das oben beschriebene Verhalten in einiger Entfernung von der Rohr -
Öffnung fast immer gegeben sein.
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Ganz analog dazu wird sich der Bogen verhalten, wenn das
einströmende Gas eine höhere Enthalpie mitbringt, als sie im Bogen -
querschnitt vorhanden ist, nur daß sich ..etzt das Vorzeichen der Stör-
größen umkehrt. Ebenfalls ist auf diesem Wege eine Aussage Uber
das Verhalten des Bogens im Ausströmgebiet möglich.
Um uns einen Überblick über die Eigenfunktionen zu den
größeren Eigenwerten zu verschaffen, sind in Abb. 61 für einen
festen Parameter, die ersten zehn Eigenfunktionen des Wärmestrom-
potentials aufgezeichnet. Sie svurden alle wieder in der Achse auf 1 Wem
normiert. Die zugehörenden Eigenwerte hatten folgende Zahlenwerte
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Abb. 61 Die ersten zehn Eigen-
funktionen des Wärmestrompo-
tentials (T = 11 000OK, =
0
,





Wie- wir im letzten Kapitel gesehen haben, lassen sich diese Funktionen
orthortormieren
. Um die Wirkungsweise des Verfahrens zu demonstrieren
,
wurde die Methode numerisch durchgeführt. Bei zehn Eigenfunktionen




, daL die Stromdichte an der Stelle = 0 folgende
Anfangsbedingung erfüllen sollte




Dabei wurde gi gleich 0, 55 gewählt. Gleichzeitig ist in (8. 2. 2) schon
die Stromkontinuität berücksichtigt. Diese Stromverteilung liefert
das Isothermenfeld im Bogen, das in Abb. 62 dargestellt ist.




Abb. 62 Das lo.itht i: i;intauifc juiet des Bogens (T = 11 000 K
r _ . . "3, A '
Ii
500 K, R 25 cm, a 100 dyn cm )W
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Man erkennt deutlich die Aufspreizung des Bogens in Achsenrichtung.
8
.
3. Die integralen charakteristischen GrtiBen
Neben den lokalen Störgrößen, die im letzten Abschnitt be-
handelt wurden, sind im Einlaufgebiet des Bogens noch einige globale
Größen von Interesse. Die entsprechenden Ausdrücke für diese Werte
wurden schon im letzten Kapitel angegeben. Die Funktionen, die mit
Hilfe des Besselmodells bestimmt wurden, sind in den Abb. 44 und 45
für i = 0 und l/Z in geeignet normierter Form aufgetragen. Das auf-
gezeichnete Verhalten ist natürlich nur im Rahmen der Näherungs-
annahmen gültig und liefert qualitative Ergebnisse. Detaillierte Voraus-
sagen sind den numerisch berechneten Werten zu entnehmen. In der
folgenden Tabelle werden einige globale Störgrößen an der Stelle \ = 0
für verschiedene Parameter angegeben. Dabei wurde vorausgesetzt,
daß das Verhalten im Einlaufgebiet des Bogens durch die Eigenfunktion
zum kleinsten Eigenwert bestimmt wird. Die Störgröße des Wärme-
strompotentials wurde wieder so normiert, daß ihr Wert in der Achse
1 W cm"' betrug. Aus diesem Grunde ist der absolute Wert der Großen
nicht so sehr von Interesse als ihr relativer Verlauf in Abhängigkeit
von den Parametern.
T [1030K] REH a[dyncm"3J Ah
7 0
,





9 n " 21,2 -15,9 4, 15
11 ii II 23,6 -16,9 3,54
13 n II (-) 9, 1 -11,6 0,5
15 ii II (-) 7,5 - 4,0 0, 15
11 0
,





493 - 7,55 0,074
1 H 21, 2 -16,8 2,68
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Da kaltes Gas im Bogen aufgeheizt werden soll
,
muß die
lokale Zunahme der Enthalpie über dem Bogenquerschnitt positiv sein.
Dies hat zur Folge, daß wir alle lokalen Störgrößen für einige Para-
meter mit minus eins zu multiplizieren haben
. Wie wir aus den Werten
erkennen, steigt die Enthalpieproduktion mit wachsendem Rohrradius
und größeren Durchflußmengen an. Bezüglich der variablen Achsen-
temperatur besitzt die dem Gas zugeführte Energie ein Maximum bei
ungefähr 11 000 bis 12 000OK
.
Der Wärmestrom zur Wand nimmt im
allgemeinen in Achsenrichtung zu. Er besitzt qualitativ die gleiche
Parameterabhängigkeit wie die lokale Enthalpieproduktion
.
Für kleine
Radien kann der Wärmestrom zur Wand am Rohranfang aber auc h
größer sein als im Unendlichen. Die abgestrahlte Energie im Einlauf-
gebiet kann sowohl größer als auch kleiner sein als die im vollaus-
gebildeten Bogen. Diese Energieverluste müssen von der erhöhten
elektrischen Leistung aufgebracht werden.
Alle diese Abhängigkeiten bewirken folgendes Verhalten
des lokalen und globalen Wirkungsgrades der Gasaufheizung. Mit
wachsendem Druckgradienten im Rohr steigt der Wirkungsgrad an,
da der Wärmestrom zur Wand abnimmt
. Als Funktion des Rohrradius
durchläuft der Wirkungsgrad ein Maximum bei ungefähr R = 1 cm.
Ebenso ist das Verhalten bei variabler Achsentemperatur. Der maximale
Wert des Wirkungsgrades ergibt sich bei Achsentemperaturen von
ungefähr 10 000°K
.
Diese Betrachtungen sind im Zusammenhang mit der
Berechnung und Konstruktion von Lichtbogenheißgaserzeugern von
großer Wichtigkeit. Mit Hilfe dieser Überlegungen läßt sich der wirt-





Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Phänomene
und Effekte, die in Lichtbögen bei Wechselwirkung von thermischen,
elektrischen und dynamischen Einflüssen im stationären Fall auf-
treten können. Dabei wird der Versuch unternommen, innerhalb von
angegebenen Näherungsannahmen eine quantitative Beschreibung des
Bogenverhaltens bei einfachen Geometrien zu erzielen.
Im ersten Kapitel werden einige wichtige grundlegende Eigen-
schaften des Lichtbogenplasmas abgeleitet und auf ihren Gültigkeits-
bereich untersucht. Das Lichtbogenplasma zeichnet sich dadurch aus,
daß wir innerhalb eines angegebenen Parameterbereiches den ver-
schiedenen Teilchensorten eine einheitliche Temperatur zuordnen
können. Außerdem bilden sich wegen der Kleinheit der Debyelänge
und der vorkommenden Feldstärken außer in elektrodennahen Gebieten
keine merkbaren Raumladungen aus. Aus diesem Grunde vereinfachen
sich für das thermische, quasineutrale Lichtbogenplasma die be -
schreibenden Gleichungen ganz erheblich. Anstatt nämlich mit den
Variablen der einzelnen Partialkomponenten rechnen zu müssen, kann
man Größen einführen, die das Verhalten des Plasmas als Ganzes
beschreiben. Diese gesuchten Größen sind verknüpft über die Zustands-
gieichung und über die Bilanzgleichungen der Masse, des Impulses,
der Energie und der Ladung in Verbindung mit den Maxwellgleichungen
Wld den phänomenologisehen Beziehungen. Die dazugehörenden Rand-
bedingungen liefern die physikalisch sinnvollen Lösungen und legen die
Geometrie des Bogens fest. Um die Eigenschaften der verschiedenen
Arbeitsgase berücksichtigen zu könne", müssen die Materialfunktionen
als Funktion der Temperatur und des Druckes bekannt sein. Neben
theoretischen Ergebnissen ist man hier auf angegebene experimentelle
Methoden angewiesen, die benötigten Funktionen zu bestimmen. Für
Stickstoff und Argon, wo entsprechende Messungen vorliegen, werden
die Ergebnisse mitgeteilt.
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Bei dem behandelten Problem wird ein halbunendliches
zylindrisches Rohr betrachtet, in dem ein Lichtbogen brennt. An
der Rohröffnung strömt Gas mit einer bestimmten Temperaturver-
teilung ein oder aus. In dem Rohr kann man zwei Bereiche unterschei
den, einmal das Ein- bzw. Ausströmgebiet und zum anderen den
vollausgebildeten Bogen. Wie gezeigt wird, unterscheiden sich das
thermische und elektrische Verhalten des vollausgebildeten Bogens
nicht von dem ohne Konvektion. Hierzu kommt nur eine Foiseuille
Strömung, die durch das Temperaturfeld entsprechend modifiziert
wird. Das Verhalten in diesem Bereich wird für zwei Gase - Argon
und Stickstoff - untersucht, da die Eigenschaften und f-arameterab-
hängigkeit stark davon abhängen, ob atomare oder molekulare Arbeits
gase verwendet werden. Im Einlaufgebiet ist eine starke Wechsel-
wirkung mit der Strömung zu verzeichnen, da hier das Gas aufgeheizt
bzw. abgekühlt werden muß. Es werden mehrere analytische und
numerische Methoden angegeben, die interessierenden Größen zu
bestimmen. Dabei hängt der Grad der Genauigkeit der Lösung von den
Näherungsannahmen ab. Numerische Berechnungen werden für
das Einlaufgebiet eines Stickstoffbogens durchgeführt. Es können
Aussagen gemacht werden, die auch für den Bau von Bogenheißgas-





a Gyrationsradius, konstanter Druckgradient
A Gesamtnukleonenzahl der Atome, Parameter
B magnetische Induktion, Parameter
c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
o
c Berandungsfläche
c spezifische Wärme bei konstantem Volumen pro
Masseneinheit
spezifische Wärme bei konstantem Druck pro Masseneinheit
Schallge schwindigkeit




E . spezifische Strahlungsenergie
rad
f Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im Phasenraum
g Gewichtsfaktor
G elektrischer Leitwert pro Einheitslänge des Bogens
h Plancksches Wirkungsquantum, Enthalpie pro Massen-
einheit





k Boltzmannkonstante, natürliche Zahl
K Kraft
L gesamte Rohrlänge
L charakteristische Größe für die Einlaufstrecke
einl
m Teilchenmasse
n Teilchendichte, natürliche Zahl
N
,





. Nullstelle der Besselfunktion i. Ordnung,
Fersistenzfaktor
P
ej elektrisch zugefUhrte Leistung pro Einheitslänge des Bogens
P
ent Entartungsparameter (Teilchenzahl/ Zustandssumme)
P
ra Gesamtabstrahlung pro Einheitslänge des Bogens
q Teilchenladung
Wirkungsquerschnitt der i. gegen die k. Teilchensorte
Gesamtmassendurchfluß durch den Bogen












u, v, w Komponenten der Geschwindigkeit v in Zylinderkoordinaten





x, y, z Kartesische Koordinaten
X, Y
, Z linear unabhängige Eigenfunktionen
Z Zahl der Elementarladungen der Ionen






fcm totale Energie pro Masseneinheit
t. absolute Dielektrizitätskonstante




X Eigenwert, mittlere freie Weglänge







+ R* normierter Radius
9, normierter Bogenradius nach dem Besselmodell
elektrische Ladungsdichte
8m Massendichte
S elektrische Leitfähigkeit, spezifische Massenproduktion
CfZ spezifische Impulsproduktion
T mittlere freie Flugzeit, Spannungstensor
elektrisches Potential
Impulsflußtensor, Dissipationsfunktion
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